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PROLOGO

El aprendizaje de las asignaturas de matematicas es un pilar fundamental
en las carreras de ingenieria, de ahi la importancia de fortalecer
los conocimientos que se imparten a través de los contenidos de los
programas que conforman tales asignaturas. Una de ellas es Cédlculo
Integral, la cual corresponde al segundo semestre del Plan de Estudios
de todas las carreras que se imparten en la Facultad de Ingenieria, siendo
la Coordinacion de Matematicas de la Division de Ciencias Baésicas, el
area responsable de la organizacidn de las diversas actividades para su
imparticion.

Considerando que una de las estrategias de aprendizaje que
contribuye a afianzar y reafirmar los conocimientos de asignaturas
como Calculo Integral, es la realizacién de diversos ejercicios, se ha
elaborado el presente trabajo titulado Cuaderno de ejercicios de Cdlculo
Integral, constituyéndose como un nuevo material didactico, de apoyo
complementario para los estudiantes que cursan esta materia.

A partir del proceso que conlleva la accién de resolver ejercicios,
se pretende que las y los estudiantes desarrollen diferentes habilidades
relacionadas con el procesamiento de la informacién, su captacion,
almacenamiento y utilizacidon. Estas habilidades son esenciales para
que el alumnado, conforme avanza en sus estudios en la Facultad,
cuente con antecedentes académicos suficientemente sélidos que le
permitan comprender y aprender conceptos de mayor complejidad.

Una de las caracteristicas de esta obra es mostrar los ejercicios
resueltos con su desarrollo de forma muy explicita, con lo que se pretende
quelos estudiantes puedan comprender de manerarelativamente sencilla,

paso a paso, el procedimiento para obtener la solucién de cada uno de
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los ejercicios. Cabe seflalar que para resolver los ejercicios, conforme se
avanza en los temas presentados, es conveniente el conocimiento tanto
de conceptos tedricos antecedentes, como de los nuevos conceptos que
se imparten en el curso.

La obra comprende los cuatro temas sefialados en el programa
de la asignatura y esta integrada por 113 ejercicios resueltos con
desarrollo de todo el proceso de solucién y 50 ejercicios propuestos
Unicamente con solucién. Cabe mencionar que se ha hecho énfasis en
los contenidos que, desde el punto de vista de la autora, profesora con
amplia experiencia en la imparticién de la asignatura y quien suscribe
el presente prélogo, se consideran mas representativos de los conceptos
fundamentales de cada uno de los temas, lo cual se ve reflejado en el
numero de ejercicios que se han incorporado.

Para el tema 1, Sucesiones y series, se consideraron 20 ejercicios
totalmente resueltos, de los cuales 5 corresponden al subtema de
sucesiones y 15 al subtema de series; adicionalmente, se presentan 10
ejercicios propuestos con su respectiva solucion.

El tema 2, Las integrales definida e indefinida, comprende 38
ejercicios resueltos, distribuidos de la siguiente manera: 5 pertenecen a
los subtemas Sumas de Riemann y el Teorema del Valor Medio del Calculo
Integral, 18 corresponden a la integral indefinida y cambio de variable,
y 15 a la regla de L Hopital e integrales impropias; adicionalmente, se
presentan 15 ejercicios propuestos con solucion.

Con respecto al tema 3, Métodos de integracién, se presentan
25 ejercicios resueltos, de los cuales 15 abarcan los tres principales
métodos de integracion: por partes, fracciones parciales y sustitucion
trigonométrica; los 10 ejercicios restantes se refieren al subtema sobre
aplicaciones geométricas de la integral definida. Se complementa este
tema con 15 ejercicios propuestos con su correspondiente solucion.
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Enloqueserefierealtema4, Derivaciénydiferenciacion de funciones
escalares de varias variables, se resuelven 30 ejercicios, de los cuales 8
comprenden los subtemas de dominio y recorrido de funciones de dos
variables, asi como su region de definicién y grafica correspondiente, 13
de los ejercicios corresponden a los subtemas relacionados con el limite
de funciones de dos variables y derivadas parciales de funciones de dos
o mas variables. Del mismo modo, se presentan 4 ejercicios resueltos
sobre derivacién implicita y regla de la cadena; finalmente, se abordan
5 ejercicios acerca del gradiente, derivada direccional, plano tangente
y recta normal a una superficie. De manera adicional, se incorporan 10
ejercicios propuestos con solucion.

Un reconocimiento muy especial merece la Unidad de Apoyo
Editorial de la Facultad de Ingenieria (UDAE), a cargo de la Lic. Patricia
Eugenia Garcia Naranjo, asi como su equipo de colaboradoras, por su
gran apoyo y permanente disposicidn para la realizaciéon de esta obra.
Particularmente, agradezco el gran profesionalismo y trato siempre
amable de la Técnica Académica Elvia Angélica Torres Rojas, quien ha
tenido a bien realizar la correccién de estilo y cuidado de la edicién
de forma dedicada y responsable. Del mismo modo, le doy las gracias
a la licenciada en Disefio Grafico Nismet Diaz Ferro, reconociendo su
creatividad para darle una presentacion singular y atractiva a este trabajo
para su presentacion en formato digital.

DRA. MARGARITA RAMIREZ GALINDO
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Sucesiones

Obtener los cuatro primeros términos de las sucesiones siguientes:

a) 2(—1)'1“3—71%

n+l

Resolucion:
El dominio de la funcién f(n) que define a una sucesién es el conjunto

de los numeros naturales, por lo que, dando diferentes valores a n,

desde n=1 hasta n=4, se tiene:

N g(_l)m%E




1\ 1 1 1 1
b) N i s R R
2 2 4 8 16

2n 4 6 8
c) - _ =1’777’77"'
n+l 3 4 5
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Determinar el término general {an} de cada una de las siguientes

sucesiones:

1 1 1 1
a) T T T T s T s
2 4 8 16
3 4
B 4 b 5’
6 8
4’5y




n+2

Obtener los cuatro primeros términos de la sucesiéon
2n-1

y
determinar si converge y diverge.
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Resolucion:

A . n+2 .
El término general de la sucesidén es a”:ﬁ , y los cuatro primeros

términos son:
3 4 3
a‘l: B azz—, a3= B a4=—
3 7

Para determinar la convergencia o divergencia, debe considerarse
que si una sucesion {an} tiene limite, se dice que es convergente y a,

converge a ese limite.

Calculando el limite:

n 2
7+7
; n+2 i n n 1
lim =lilm —— = —
n>02n—1 n>ew 2n 1 2
n n

Por lo que la sucesion converge.

n’+2

Determinar si la sucesion

converge o diverge.
n




Resolucion:

Para determinar si converge, se calcula el limite como se indica enseguida:

. n*+2 . on* 2 , 2
lim =lim — +lim+—=1lm (n+— | > 00
n—>oo n n—->o n n—>oo n n—>oo n

el limite no existe, por lo tanto, la sucesién diverge.

Determinar si las sucesiones mostradas a continuacién, convergen o

divergen.

Resolucion:

Al obtener algunos términos de cada una de las sucesiones, se tiene:

1\" 1 1 1 1 1
a) 2+ - — =2-—,2+—,2-—=,2+4+—=,2——,
3 3 9 27 81 405

5
3

19 53 163 809
9 ~ 27 81 405’

) M

1.666, 2.111, 1.96, 2.01, 1.9975, -
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Se observa que, al aumentar el nimero de términos, se aproxima al
escalar 2; por lo tanto, la sucesién converge.

B) gz_ngzz 4 6 8 10
ntl ) 2 43744 75 T e

=1.4142, 2.3094, 3, 3.577, 4.082, -

Se observa que conforme n crece, la funcién f(n) también crece, lo que
significa que no tiene limite; por lo tanto, la sucesion diverge.

Series

Utilizar la prueba de la divergencia para determinar si la serie

2n
n+1l

(o) [ee]
Zan:Z
n=1 =

n=1

es convergente o divergente.

Resolucion:

La prueba de la divergencia establece que, si lim a,#0, la serie diverge.
n—>oo
Calculando el limite, se tiene:

Por lo tanto, la serie diverge.
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Utilizar el criterio de comparacién para determinar el caracter de
n

3(n*+1)

(o]

convergencia o divergencia de la serie )’

n=1
Resolucion:
Se obtienen algunos términos de la serie:

n 1 2 3 4

(o)
> v =t — F —— +
n=1

3(n®+1) 6 27 84 195

Ahora se propone una serie p, esto es:

Esta es una serie p, con valor de p mayor a 1, por lo que converge.

Una de las propiedades de las series establece que su caracter de
convergencia o divergencia no cambia si se multiplican los términos de
ella por una constante, es decir:

oo oo
Z ca, = ¢ Z a, , c=constante
n=1 n=1

Por lo que se analiza la serie

2, 1)

n=1

Esta dltima se compara con la serie p propuesta.
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Comparando término a término
1

—<1
2

2 1
9 4

3
<
28

\O‘I—'

4 1
<
65 16

n 1
< PR
n®+1 n?

Lo que significa que la serie del lado izquierdo es convergente.

[e)
n
Por lo que también la serie 3 es convergente.
no 3 (n + l)
® nl

Determinar sila serie )’ converge o diverge.

n
n=1




Resolucion:

n!
1000™

El elemento n-ésimo es a,=

Aplicando el criterio del cociente:

Gpey _ (n+1)!1 1000"  n!(n+1) 1000
1000™*  m! 10001000  n!

an

Anvy 1
a, 1000 (n+1)

Calculando

a 1
lim 2L = —— | Iim (n + l)
n>o q, 1000 /) n—o

Finalmente,

lim %1

n—->oo an

Por lo que la serie diverge.

Determinar la convergencia o divergencia de la serie . (-1)™"' oy
n=1
Resolucion:
Generando algunos términos, se tiene
< 1 1 1 1
D (—1) "l = — -~ + — — .. «seriealternante
2n 2 4 6

()

b

n
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(@)
©)
=z
) b L m
a = — -
" 2(m+1) 7Y 2n =
)
©)
1 1 1
se compara: — >—>— de donde resulta
b,>b,, Se cumple primera condicién
/’ 7’ l . . 7
b) limb,=1lim —=0 Se cumple la segunda condicién
n—>oo n-so 21

Por lo tanto, la serie converge.

Determinar el caracter de convergencia o divergencia de la siguiente serie:

2 (-1 (5n-1)

4n+1

n=1
Resolucion:

Se obtienen algunos términos de la serie:

) _1\n _
Z W = —:+1 —1:+ -+ ¢<—serie alternante
n+

n=1
Recordando que, en una serie alternante, si se cumple
1) b,zb,;

2) lim b,=0

n—->oo

entonces, la serie converge.




Analizando los términos de la serie dada:

a) Se observa que no cumple b, >b,,,, por lo tanto, la serie diverge.

b) Ademas, (aunque no es necesario):

1
5_7
, on-—-1 B n 5)
lim =lim — = — #0
n>ew 4n+1 n->oo 1 4
4+ —
n

se confirma, la serie diverge.

(o]

Determinar sila serie | (-1)"**
n=1

n
P es absolutamente convergente.
+n

Resolucion:

Aqui se debe considerar la definicién de serie absolutamente
convergente, la cual establece:

%) (o]
Unaserie ».a, es absolutamente convergente sila serie |an | converge.
n=1 n=1

Para este caso se tiene:

P [ LA L

n=1 2+n n=1 21
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Entonces:

(o]

. 1 .
Al comparar con la serie )| —, »lacual es una serie “p”, donde p=4>1,

n=1

lo que significa que es convergente, se tiene:

. n
Por lo que la serie | (—1)""' —— es absolutamente convergente.

n=1 +Tl

Determinar el radio y el intervalo de convergencia de la serie:

2 n(x+2)"
Z 5’17“
n=1
Resolucion:
L. . n(x+2)" . .
El término n-ésimo es a,= Tom se identifica como una serie de
potencias:
S [CEEVICAL N (L5 TCAC G D
an - 5TL+2 n(x+2) 5TL+1 M
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(n+1)(x+2)
Sn

an+1
a

x+2 n+l
5 n

n
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De acuerdo con el criterio del cociente:

a x+2 1
lim = 1im 1+ —
n->oo a, n—>oo 5 n
x+2 1
ESEY Y (H )
5 n—->oo n
x+2 x+2
2] )Lz
5 5
La serie converge si:
a
lim || <1
n—>oo an

Entonces, en este caso la serie converge si:

|x+2|<l

| x+2 | <5, por lo que el radio de convergencia es R=5.

Y para el intervalo de convergencia:
—-5<x+2<5
—5-2<x<-2+5

-7<x<3




M s

3
1l
fun

Resolucion:

Aplicando el criterio del cociente:

An+

an

lim
n—>oo

<1 < condicidn para que la serie sea

absolutamente convergente.

(x_9)n (x_9)n+1

an= 2 s A= (n+l)2

Se obtiene inicialmente el cociente:

Obtener el radio y el intervalo de convergencia de la serie:

Apar| | (x—9)™ oont (x=9)" (x-9)n*
a, (n+1)*>  (x-9)" B (n+1)? (x-9)"
Apeq _ (x—9)n2 _ | _ | n _ |x_9| n

a, (n+l)2 (n+l)2 n+1l
a n \
lim | 22| = lim |x—9|( ) = lim |x—9|
n->oo a, n—>oo n+1 n—>oo
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a 1
lim nrll = |x—9| lim
n->oco a, n->oo
1+—
n
a
lim | =™ | =|x-9| (1)<1
n—>oo an

Por lo tanto, esta serie converge absolutamente si |x—9| <1, de donde
el radio de convergencia es R=1.

Y el intervalo de convergencia:

-1<x-9<1
-1+9<x<1+9
8<x<10 < la serie converge en este intervalo.

A continuacion, se analizan los extremos del intervalo.

Six =8,y se sustituye en la serie original:

1 1
_—t — = ..
9

16

L1
n? 4

Es una serie alternante. Se observa que se cumplen las dos condiciones
que garantizan la convergencia de la serie:
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1
2) lim (2) =0
n—> oo n

Por lo tanto, la serie converge.
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Six =10, y se sustituye en la serie original:

© _o\n o n ) n
Z (10729) = Z (1)2 = Z (1)2 < esta es una serie tipo "p" con p=2.
n=1 n n=1 n n=1 n

Para una serie p, si p>0 la serie converge. Por lo tanto, el intervalo de

convergencia incluye los extremos del intervalo 8 <x<10.

Obtener el intervalo de convergencia de la serie de potencias

n

- (n+2)2 (x_4)n

n

No analizar extremos.

Resolucion:

An+y

an

Se aplicara el criterio del cociente que establece lim <1

n—> oo

Esta es la condicidn para que la serie sea absolutamente convergente.

Se tiene:




Obteniendo el cociente:

Apiq (n+1)(x—4)"** . (n+2)?
n (n+3)? n(x-4)"

An+1 | _ (n+1)N(X—4) . (n+2)2
a, (n+3)? n(X>4)"

= |x—4|
a, n(n+3)?
3 2
lim |@n+1 —|x 411'm n’+5n"+8n+4
n>w| q n>eo n®+6n*+9n
n® . n? o M 4
) Tty g oyt
lim |%n+1 _|x_4|11m n n n.on
n>e| g, nse n’ n
3 T3 99—
n n n

A+
a

lim
n—->oo

1+/+/4+/3
=|x_4|lim n
n—>oo 6 9
1+/+

Cada término cruzado con la linea inclinada tiende a cero en el limite,

n

por lo que

Ay

an

lim
n—->oo

= |x-4|(1)=|x-4| <1

Por lo que el intervalo de convergencia es:

—-1l<x-4<1

3<x<5
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A partir de la serie de Maclaurin
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1 2 3
— =l+x+x"+x"+- —-1<x<l1
1-x
. . . 1
deducir la serie de Maclaurin para 5
1-3x
Resolucion:
Sustituyendo x por 3x*:
1 2 2)2 2)3 2
= =1+3x"+(3x%) +(3x%) + -~ -1<3x°<1
1-3x
1 2 4 6
5 =1+3x"+9x"+27x°+ -
1-3x

Entonces se escribe:

203X =143x"+9x 4+ 27 x5+ -
n=0

Considerando que 3x*=0 Vx, la condicién de convergencia-1<3x°<1

o . . 1
se puede escribir en la forma equivalente 0<3x*<1 o bien 0<x?< 3

1 1
0_,\/7?<x<,\/T

Obtener el desarrollo de Maclaurin de la funcién f(x) = e2*




Resolucion:

0O
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Recordando el desarrollo de la serie de Maclaurin:

F@)=3 £ (0)

n=0 n!

Se necesitan las derivadas de la funcién:

£ =gz et
FO(x)= e
)= e
Evaluando a la funcién y a sus derivadas
FO)=LF ©)= 8 0)= s S O) =50 FO)= 5. . F0) =




Entonces para la funcién dada:

101 1 1 1 1 1 1
x)=e?¥=— 04 T e T Ty
f() 0! 2 1! 22 21 23 31
1 1 1
X)=eT = 1+ — x+ — xP—— xd —— xth et n
flx)= 48 384 2"n |
1 *® 1
e—x: n
E 2"n!

. . 2
Encontrar la serie de Taylor de la funcién f(x) = alrededor de x=1.
Obtener los cinco primeros términos.

Resolucion:

La expresion de la serie de Taylor estd dada en forma desarrollada por:

n

F=FO)+£ Q)=o) oL g B oy )

n!

. 2 . .
Para la funcién f (x) =— s calculan las derivadas correspondientes y

posteriormente se evalian en c=1

£ == F(1)=2

0O
©)
zZ
_|
m
zZ
W)
©)




f”’(x)=—2(;) (1)=-12

=2 (%) £y =

Finalmente, se sustituyen en la expresién que representa la serie de

Taylor:

flx)=2-2(x-1)+ 4(3;1)2 - 12(;6!_1)3 + 48(2!_1)4 _—

Obtener la serie de Taylor de la funcién f (x) =2 sen(x) en el valor ¢ =%.

Resolucion:

La expresion de la serie de Taylor, en forma abreviada es:

)n

1= 2570

n

£()=2 sen() (3] 2sen( ) -2 -

£16)=2 c0s(2) (D)= 200(2)- 22wy
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R (o C N

0! 1!

Simplificando algunos términos:

ol

n

. = x : o
Aplicar f (x) =) f ”(0) — para obtener los cuatro primeros términos
n=0 n

no nulos de la serie de Maclaurin de la funcién f (x) =tan(2x).




Resolucion:

Se deben calcular las diferentes derivadas de la funcién dada para

obtener Ios términos indicados.
() =tan(22)

) = 250c?(2%)

£/(2)=8[sec(24)] tan(2x)

£7(x) = 16[sec(24)]*+ 32 tan(2)]* [sec(2x)

£9(x) = 256[sec(24)]* [tan(22)] + 128[tan(22)]F sec(22)"

£9(x) = 2816[sec(2)]* [ran(22)]F+ 12[sec(24)]+ S12[sec(22)]* tan(2x)’

Evaluando cada derivada en a =0, se tiene:

)= (0)=16(0)=16
F®)=f“(0)=0

fa)=f =512
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Desarrollando la serie de Maclaurin:

2

Saf(0) -

1! 21

2 F(0)

f@)=f0)

4 5!

Sustituyendo los valores obtenidos:

3 5

X X
tan(2x) =2x+16 —+512 —+ -
3! 5!

Obtener la serie de Maclaurin de la funcién f (x) =In(2 +x).

Resolucion:

La serie de Maclaurin esta dada por:

F)=Z100) % = £(0) +£10) o (0) 2 (0) b

+f90) 3 fW)5

Calculando las derivadas se tiene:

f(x)=In(2+x)

)5

2+x

” x3 .X'4 xS
+f1(0) 5+ O0) L+ P o
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Evaluando en x=0:

Sustituyendo en la expresion de la serie de Maclaurin:

x2 X X

X
In(2 =n(2)+——-"—+— - 4+ — ..
n( +x) n( )+2 8+24 64+l60




Ejercicios propuestos

. 2 . .
Sea la sucesion §4 — —=& . Determinar si es acotada.
n

Silo es, obtener su cota inferior y su cota superior.
Respuesta:

Si es una sucesion acotada.
Cota inferior es 2. Cota superior es 4.

n+2

Determinar si la sucesién %

Respuesta:
La sucesion diverge.

Investigar la convergencia o divergencia de la serie

> 1

3
IS (% 517}

Respuesta:
La serie converge.

(o]

. . . n+l
Determinar si la serie Z N7
ne1 (n + 3)n

Respuesta:
La serie converge.

g converge o diverge.

converge o diverge.
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Determinar si la serie alternante siguiente es convergente o divergente

i ( _ l)n+1 n’
I nd+4
Respuesta:

La serie converge.

Hallar los valores positivos de x para los cuales la siguiente serie

[oe] xn
converge »' 2 ——

e 1!
Respuesta:

La serie converge para cualquier valor en R, es decir, Vx €R.

Obtener el radio y el intervalo de convergencia de la serie

(x+ l)”
3n

Respuesta:
Radio de convergencia R =3
Intervalo de convergencia —4<x<2

] n n
Sea la serie de potencias Z (—l)zn(xz+2)
n

n=0
Determinar el intervalo de convergencia y analizar los extremos del

intervalo.
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Respuesta:
Después de analizar los extremos resulta —4<x<0

1
Encontrar el tercer polinomio de Taylor (n = 3) alrededor de x = — 3 de
la funcién f(x) = sen(mx).

Respuesta:
M3 oo 1 3 1V =« 1\
Py(x) =L+ —[x+— +\/—_1r2 X+— | —— | x+—| + -
2 2 3 4 3 12 3

Obtener la serie de Maclaurin de f (x) =2cos4/ X , a partir de la serie de

Maclaurin de f (x) =2 cos x.
Respuesta:

2 2x* 2 2x*
2C0SA/X 2——+— ——— +—— — -
20 4! 6! 8!
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Sumas de Riemann y Teorema del Valor Medio
del Calculo Integral

-3

0
Mediante sumas de Riemann, calcular la integral: J\ (x +1) dx
5

Resolucion:

. 3 . .
Si Ajx=—/,setiene x;=—3+1—
n n
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I 3i-3
n i—
fle)=— =
5n+3i-3n 3 2n+31\( 3
VYAx= """ "7 2| = ~
- (12575 )
n 3 n
Zf(xi)Aix—S—ZZ 2n+31
1=1 n 1=1

De la definicidn:




Mediante sumas de Riemann, calcular el valor del area bajo la curva
f(x)=2x*+ x+ 1 en el intervalo [1, 3]

Resolucion:

n 3
f(x)de=lim > f(x) A ; X (2x*+x+1) dx
n—->oo i-1

xX;=a+il;x

. 2 .
x;=l+1A;x=1+—1
n

Fle)=2(1+inx)*+(1+inx)+1

flx)=2 <1+292+<1+29+1
n n
fFx)=2 <n+2i>2+ (n+2i) i1
n n
Fx)=2 <n2+4ni2+4i2>+(n+2i)+l
n n

) Ax=] 2 <1+4i+42i§ + (1+2§ +1] (2)
nooon n n

8 8 2 2
f(xi) Ax=|2+ —i+—2i2+ l+i+1] ()

n n n
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n

.16 — .,
R P

1=1

8 n+£ n(n+l)+£ n(n+l)(2n+l)
n n? 2 n®

8+i2 (n*+n) + 3?13 (2n*+3n’+n)

10 16 8 8
8+10+—+—+—+—
n 3 n 3n?

16 18 8
= 18—t
n 3n
n
70 18 8 70
lim x;) Ajx=lim | —+— =
n->oo Ef() —>°°(3 n 3n2> 3

s 70 )
(2x +x+l) dx = ?udearea

1




Dada la funcién f(x)= | x° | , determinar el o los valores para los cuales se

satisface el teorema del valor medio del célculo integral en el intervalo
[-2,0]

Resolucion:

El teorema del valor medio establece que:

b
X f(x) dx=f(x,) (b-a), x,€[a, b]
Recordando del valor absoluto:

s X, x>0
|x |= 3
-x, x<0

Considerando el intervalo [ -2, 0], entonces f(x) = —x

be(x)dx= r (=x%)dx= - "4]":0_ l_ (_2)4]

a -2 4

0 16
j LCdx=—=4
4

-2

Del teorema del valor medio:

fx)= ; (4)=2  « ordenada media
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Interesan los valores para los cuales se satisface el teorema:
fl)=-x" = flxo)=-x
Sustituyendo el valor obtenido (ordenada media)
Xx3=2 = xi=-2
De donde:

xXo=3/—-2 =—-1.25992

xoe[—Z, 0]

El nivel minimo de almacenamiento de gasolina en cierto pais puede

ser aproximado por el modelo siguiente:

Q(t)=217+13 cos n(t;S)

donde Q(t) se mide en millones de barriles de gasolina y ¢ es el tiempo
en meses (considerar que el inicio del afio corresponde a t=0). Hallar
el nivel promedio minimo proporcionado por este modelo durante el

primer trimestre (0 <t< 3).

Resolucion:

El valor promedio también se conoce como valor medio, por lo que aplica
el teorema del valor medio del calculo integral.
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rQ(t)dtz r[ 217+13 cos n(t_?’)] dt

a 0 6
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3 s t-3
=217j dt+13 X cos 7T(6) dt

0 0

3 6 T 3
:2171:] +13 -sen(t—S)l
0 T 6 0

r Q(t)dt=217(3) +77r8 sen % (0)-217(0) - 18 sen % (-3)

78 T 78
=65]1——sen| — —| = 651+—
T 2 T

=675.82

a

Del teorema del valor medio del calculo integral (TVMCI)

|"aat=e@)o-a

a

3
j Q(r) dt
0 675.82 ) ) .
Q(to): . = 3 = 225.27 millones de barriles de gasolina

1
34/1-x

en el intervalo [— 8,— 3] y obtener el valorde ce [— 8,— 3] cuya existencia

Calcular el valor medio de la funcién f(x)=

garantiza el teorema del valor medio del célculo integral.




Resolucion:

El teorema del valor medio del calculo integral establece:
b
j f(x)dx=f(c)(b-a) donde f(c) es el valor medio.

Se obtiene inicialmente el valor de la integral

3J-syl-x 3J-s -8
—1— 1 1|7® 2 -3
u=1l-x J=— .oy? -
3 5 3 s
du=—-dx
2
I=——[/1+3- 4/1+8]=-—[2-3]
2
I=—
3

Para el valor medio:

105 | s e

“b-a

1 2 1/(2 2
f(o)= —|=—|—|=— <« valor medio
-3+8 \ 3 5\ 3 15

Para obtener el valor de c:
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~189
= —— =-525; -525¢[-8,-3]
36

c es el valor cuya existencia garantiza el teorema del valor medio del

calculo integral.
Integrales indefinidas inmediatas y cambio de variable
En este apartado se denotara cada una de las integrales con la letra I

sen(In x?) i

Evaluar la integral: X

X

Resolucion:

2
dezj L en (In %) d
X X
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Esta integral es del tipo j‘ sen udu

u=In x*
2
du= —dx
X

I =-—cos(Inx*)+C
csc’(2x)
Evaluar la integral: ; dx
[2 +3cot (2 x)]

Resolucion:

csc®(2x)

I:X [2+3cot (2%)]?

La integral es del tipo Xu_?’du
u=2+3cot (Zx)
du= -6 csc*(2x)dx

- 1uw? 1 1
6 -2 12u* 12(2+3cot(2x))?

dx:J [2+3cot (2x)]7® esc?(2x) dx

+C

0O
©)
zZ
_|
m
zZ
W)
©)




sec (ln xz) i

Evaluar la integral: X
x

Resolucion:

Es una integral de la formaX sec udu
Realizando cambio de variable:

u=In x*

2x 2
du=—2dx=—dx
X X

dxzidu
2

secu Xx 1
I= - —du=—/|sec udu
X 2 2

Izzln [secu+tanu]+C

El resultado debe expresarse en términos de la variable original

2
j M dx = ; In [sec (ln xz) +tan (ln xz)] +C
x
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Evaluar la integral: jB sec (x*) x® dx

Resolucion:

Es una integral de la forma Xsec udu
u=x°

du=3x? dx

_du

dx =
3x?

Se observa que el diferencial obtenido estd completo, por lo que se tiene

I=X 3sec(x?) xzdx=j,3/sec ux* ;;Z

La integral resultante es I= ln(sec u+tan u) +C
Se expresa el resultado en términos de la variable original:

I=In(secx®+tanx®)+C
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2
Evaluar la integral: X (3—22x) dx
x

Resolucion:

Inicialmente se desarrolla el binomio y se simplifica:

9-12x+4x> d
de 9X dx_u[mjdx

x? x

-1

X 9
I= 9_—l -12 1n|x| +4x+C=— ; —121n|x | +4x+C

—2x3 —92x3
Evaluar la integral: sz e”**" cot (e 2 ) dx

Resolucion:

Esta integral se puede expresar también como:

—- 3
— cos(e Zx)
x“e — 5 dx
-2Xx
sen(e )

Entonces se tiene una integral de la forma: X du

u

— 3
u=sen(e 2x )

du= cos (e‘zxs) dd (e‘zxs) dx
x

du= cos (e‘zxs) (e-sz) ( —6x? dx)
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Se debe completar el diferencial, obteniendo:

I=- zln (sen (e‘zxs)) +C

_ sen® 4/2x
Evaluar la integral: dx
@ sec 4/2x

Resolucion:

La integral se expresa también como:

j\ sen®(y/2x ) cos(4/2x )
o

dx=1

zj (senq/2x )? cos(\/g)
o

Aqui se identifica una integral de la forma: Su"du

dx

U= sen4/2x =sen (Zx)l/z

du=cos (2x) & -/12/(2x)_ 1/2,(,2'5 dx

completa, de donde:

De acuerdo con el diferencial obtenido, se dice que la integral esta
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4
u

I:Xu?’du: —+C
4

I (sen;/ﬂ)4+c

. (1-18x)
Evaluar laintegral: | ———————dx

A/25-9x7

Resolucion:

Considerando que a simple vista no se ve la solucién inmediata, se

procede como sigue:

1
I= X dx —X 18x (25-9x2)72 dx

+/25-9 x*

Se obtienen 2 integrales, las cuales, respectivamente, son de la forma que

se muestra:

Entonces

=5 u=3x du=3dx
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I,= —X 18x (25—9x2)'1/2 dx= Xu_l/z du=2u"+C,
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u=25-9x?
du=-18x dx
En términos de la variable original:

I,=2 4/25-9x*+ C,

1 3x
I=I,+I,= 5 ane sen(5)+21/25—9x2 +C

Evaluar la integral: \Y 2x sec (cosx?) senx” dx

Resolucion:

Esta integral es de la forma Xsecudu donde el cambio de variable

adecuado se indica:
u=cosx’
du=-2xsenx’ dx
I=-In[sec(cosx?)+tan (cosx?)]+C

csC4/x+1 dx

Evaluar la integral:
24/x+1




Resolucion:

Esta integral es de la forma Xcsc udu

u=1/x+1=(x+l)1/2

1
du=——+—dx

24/x+1

I=In (csc /x+1—cot4/x+1)+C

4

Evaluar la integral: X |2x —6| dx
0

Resolucion:

-2x+6, x<3
|2x—6|= z
2x—-6, x=3

Tomando en cuenta que el intervalo de integracién es [0,4] se tiene
4 3 4
I= X |2x-6| dx= J (—2x+6) dx+ X (2x-6) dx
0 0 3

3
+x°—6x

4
I=—x*+6x

1=(-9+18)+[(16-24)-(9-18)]=10

Para resolver la integral, se debe considerar el concepto del valor absoluto:
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dx

Evaluar laintegral: | ————
X°=2x+5

Resolucion:

Esta integral puede resolverse factorizando el denominador del

du

integrando y resulta una integral de la forma J\ 5
u+a

I= dx = dx 1 ang tan = +C
T ¥ 2x+s ) (x-1)pea 2 8 2

2 dt

Evaluar la integral: j_z m

Resolucion:

b

La integral definida es de la formaj . Realizando el siguiente
a a+u

cambio de variable:
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; 2 dt 1 . t=2\[* |1 . 2-2 . -4
= s, L =—angtan| —— =|—angtan|( —— |(—angtan| —
L (@)% +(t-2)* 4 & 4 JI_, |4 & 4 & 4

I= i [ang tan (0) —ang tan (-1)]=

ang tan(x)

Evaluar la integral: j dx

1+x2

Resolucion:

Esta integral se resuelve al comparar con j‘u” du. El cambio de variable

conveniente es:
u=ang tan(x)

1
1+x

du=

5 dx;  seobserva que el diferencial estd completo

2
I= j udu= — +¢
2
Regresando a la variable original:

I= ; (angtan(x))*+C

. 3x-5
Evaluar la integral: J\ —— dx
4-x
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Resolucion:

Esta integral no es inmediata; para resolverla es conveniente separar en

2 integrales, como se observa enseguida:

(3x-5)

I=jmdxzj(3x) (4-x2) 2 dx—j —t

—

du=-2xdx

_3

y4

I= 21U+ C = =3[4-x+C,

Para I,:
1 du
Iz=—5X s dx <« j o
u?=x*, a*=4
u=x, a=2
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u X
I,=-5angsen () +C,=-5angsen (2)+C2
a

Finalmente,

I=-34/4-x* -5 angsen (§)+C

. x*+1 dx
Evaluar la integral: | 9 —
x* x

Resolucion:

simplificacién del radicando:

; 9 x3+1 dx . L 1 dx
= —_— = +_—
x x* x> x*

3

1 -
u=l+—=1+x
x

4

X

La integral sugiere un cambio de variable, después de realizar una

3
du=-3x"*dx=- —dx = dx=- z—du
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Sustituyendo en la integral original:

I=X}%Zsen(u)- § . ﬁ,du

I= 2] sen(u)duz— 2cos(u)+C

0O
©)
zZ
_|
m
zZ
W)
©)




3dx

x+/x*—6

Evaluar la integral: j
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Resolucion:

La integral parece ser de la forma j —

Se propone el siguiente cambio de variable:

u*=x*, a’=6
u=x2 a=+/6
du
du=2xdx = dx =
2x

o] o
) xy/x*-6
Sustituyendo el cambio de variable propuesto:

du

1=3jx\/2;_7=3j2x2 (xf)l;—(ﬁ)z ) zju«/%




El resultado es
3 2
I= angsec | * |, C
2,/6 16

Regla de L"Hopital e integrales impropias

Calcular, si existe, el siguiente limite:

z 2x_ _
}CII)I‘(I) e?*—(1-x)
x

Resolucion:

Por sustitucion directa se tiene:

t L0 (71— _
}g})e (1 0):1 1 _0

0 0

Se obtiene una indeterminacion en la cual aplica la regla de L'Hopital.

Derivando las funciones del numerador y denominador:
flx)=e**-1+x = f(x)=2e*+1
gl)=x = gx)=1

Por lo que en el limite se tiene:

. 2e”+1 3
Iim —=—=3
1 1
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entonces:

e~ (1-x)

lim =3

x—>0

Calcular, si existe, el siguiente limite: 11’m+x3 Inx
x—=>0

Resolucion:

Por sustitucion directa

lim x® Inx=(0)(-o0)

x—=>0"

que se procede de la siguiente manera:

Es decir, el producto se puede expresar como un cociente.

En este caso se tiene:

Se obtiene una indeterminacién; no aplica la regla de L'Hopital por lo
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ya es posible aplicar L'Hopital

1 1

N . 4 3
lim —=Ilim — =1lim - —=1im - — =0
x=>0" —=3x —-0" =3 x=>0" 3x  x->o0' 3

Por lo tanto:

lim x*lnx=0
x->0"
Calcular, si existe, el siguiente limite:

, l-cosx—xsenx
hm+
x>0" 2 -2 cosx —(senx)?

Resolucion:

Inicialmente se evalda la funcidn por sustitucién directa. Llamando a la

funcién f(x):

im 3 l—cos(O)—(O)sen(O) _0
o £ )= 2-2cos(0)—(sen(0))> 0

El resultado es una indeterminacion y es aplicable la regla de L'Hopital.
Derivando numerador y denominador, y simplificando

, , —XCOSX
lim = lim = %

x=>0" _9 ( —sen x) —2senx cosx x—>0" 2(senx—senx cosx)

—(— SEIlX) —XCosx—senx
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Se calcula nuevamente el limite:
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— (0) cos (0) E <« indeterminacion.

e 2(sen(0) —sen(0) cos(0)) 0

y se aplica nuevamente la regla de L'Hopital:

1 Xsenx-—cosx (O)—l -1
m = = — =—00
#>0" 2(cosx+senx senx—cosxcosx) 2(1+(0)-1) 0

De lo anterior, se concluye que el limite no existe.

4x
Calcular, si existe, el siguiente limite: lim ( - )

X—> 0 X

Resolucion:

Inicialmente se evalda la funcién para determinar, si es el caso, el tipo
de indeterminacion.

5 4x
lim ( - ) =1
X—> 0 X

Para esta indeterminacién no aplica la regla de L'Hopital, por lo que
procede lo siguiente:




X—> 00 X—> 0

im (o)) tim (1-2)”

Para eliminar la indeterminacidn, se aplicara la funcién logaritmo

natural en ambos miembros de la igualdad:

Einoo [ln (¢ (x))] = }Clinoo lln(l— fc)] i

Por propiedades de la funcidn logaritmo natural, en el segundo miembro:

im in (6= tim [sx1a (1 2| ~(=)0
No ;—);::;:pital

Se pretende llevar a una forma en la que se genere la indeterminacion:

(o]
2, =2
o
In ( - 5) 0
lim [In (¢ (x))]= lim | 4 SN2 aplica L'Hopital
X—> 00 X—> 00 l 0
L 7 =
NS
x?
5
l_ i
lim [In (¢ (x))]= lim |4 i
X—> o0 X—> 00
-2
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5 2
x —
lim [In (¢ (x))]=lim 4| " ||=1im |4|———||=-20
xX—> oo X—> 00 5 X—> 0 5
1-— 1-——
x X

lim [In (¢ (x))]=-20

X—> 0

El problema original es calcular 1im (x) , por lo que se debe aplicar la

X—> 00

funcién inversa de la funcién logaritmo natural en ambos miembros de

la igualdad:
lim (@ ()= g-20
X—> 00
5 4x
lim [¢(x)]= lim ( - ) =¢ ? <« Resultado final
X—> 00 X—> 00 X

L)
Calcular, si existe, el siguiente limite: 11'm+x(‘“"
x—=>0

Resolucion:
Se evalia directamente la funcién:

lim x(ﬁ) =0°

x>0t

Como se observa, es una indeterminacién donde no aplica la regla de

L'Hopital. Se procede segtin se indica:

) =l

0O
©)
zZ
_|
m
zZ
W)
©)




tim_[6()]-tim, [

Aplicando logaritmo natural en ambos miembros:

im_[in(6(o)] -t [1n (7]

lim [In(¢(x))]= lim (12 In x) =1lim 2=2

x—>0t x—>0t nx x—=>0t

Se observa que no es necesario aplicar la regla de L'Hopital. Ahora,
aplicando la funcién exponencial:

lim [em @)=

X—> 00

Por lo tanto:

2

lim [¢(x)]=1lim [x(an =e® <« Resultado final

x—>0% x—>0%

Evaluar la siguiente integral impropia y determinar si converge o diverge.
X“’ dx
1 X

Resolucion:

I:j d—x =1im j d—x =lim Inx
1

X u—>o0 J; X u—> oo

= }tlinm (Inu-1n(1))

1

=00 —0=00

El limite no existe, por lo tanto, la integral diverge.
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Evaluar la siguiente integral impropia y determinar si converge o diverge.

© 1
j\ x*+1 ax
0

u

® dx vod
Izj‘ = lim X Yo lim [ang tanx]

0 x+1 u—>o0

0

I=1lim [ang tan (1) —ang tan (0)]

u—>oo

I= angtan(oo)—angtan(O)zg

El limite existe, por lo tanto, la integral converge.

Evaluar la siguiente integral impropia y determinar si converge o diverge.

j x3dx

Resolucion:

%} 0 o
I=j x3dx=j dex+jx3dx

0
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0 v
I=1lim xdx + lim | x3dx
u—>-—-o0o u V—> 00 0

4 1o 4 |v
I=lim — | +1lim —
u—>-—00 u v 4 0
0 4 4 0
I=1lim (()—u)+h’m ( —())
u->-00 4 4 v \ 4 4
I=0

El limite no existe, por lo tanto, la integral diverge.

Evaluar la siguiente integral impropia y determinar si converge o diverge.

© 3
j dx

Resolucion:

u

u—> o0 u—>oco 2 1

I:j 3 dx = 3 1lim j x~ B dx=31im — x73
, 3x :

1= 2 lim {W— i/I]:oo

2 u—>oo

El limite no existe, por lo tanto, la integral diverge.

Evaluar la siguiente integral impropia y determinar si converge o diverge.

X e ¥l dx
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Resolucion:

En este caso, la funcién integrando se presenta en términos de valor
absoluto, por lo que se deben hacer algunas consideraciones:

X
e_|x|=§e 5 x<0

e ™, x=20

(o] 0 o]
I= X e ¥y = j eXdx + j e *dx
—o0 -0 0

v
Il I2

0 0
I, = lim X e*dx =lim [ex]

u—>-o00 u->-00

u u

I=1,+1,=2

El limite existe, por lo que la integral converge.
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Evaluar la siguiente integral impropia y determinar si converge o diverge.
s 4
s—— dx
04/8—x

Resolucion:

La funcién integrando presenta una discontinuidad en x=28 (extremo
superior del intervalo).

u

I= lim 4r (8—x)_1/3 dx=—-41im

u—->8" 0 u->8"

[ 2 (8 —x)%]

0

u->8"

3 3
I=-4lim [22/(8—u)2 - ?3/? ] =24
El limite existe, por lo tanto, la integral converge.

Evaluar la siguiente integral impropia y determinar si converge o diverge.

1
1
jzdx
0o X

Resolucion:

El integrando presenta discontinuidad en x=0 (extremo inferior del
intervalo).

1 -1 1 1 1
x
I=1lim j x 2dx=lim l] =1lim [—]
u—>0" u->0"| —1 u u—>0" X

u

B 1
I=lim l—l+ ]=—l+oo:oo

u—>0" u

El limite no existe, por lo tanto, la integral diverge.
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Resolucion:

La funcidn integrando presenta discontinuidad en x=1,0<1<2.

I j (x=1)"2dx + X (x-1)"2dx

0 1

u 2
I= lim j (x—l)_zdx + lim j (x—l)_zdx

u=>1" u->1*

0 u

o1 1]
I=lim —] + lim l—]
u->1" x—1 0 u—->1"* x—1

| 1 ) 1 1
I=1im | - + —| +lim |- — +

u->1" u-1 -1 u—>1* 2-1 u-1
I=c0

El limite no existe, por lo tanto, la integral diverge.

KW‘”‘

Resolucion:

Se tiene una integral impropia.

& 1 u 1
I=| ————dx=1 ———d
L(x+4)(x+z) = j (x+4)(x+2) "

Evaluar la siguiente integral impropia y determinar si converge o diverge.

Evaluar la siguiente integral impropia y determinar si converge o diverge.
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El tipo de integrando sugiere fracciones parciales:
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1 _ A4 B
(x+4)(x+2)  x+4 x+2

1=A(x+2)+B(x+4)

1
x=-2: B=—
2

1
x=—4: A=—-—
2

1= - tim [In(x+4)]" + - tim [in(e+2)]"
u->o0 2 u-»oo
1 1
I=-—1lim [In(u+4)-1n(4)]+ = lim [In(u+2)-1n(2)]
2 u>o 2 u->ow

Aplicando propiedades del logaritmo y de limites resulta

I:im@:mWE)

Por lo tanto, la integral converge.




Evaluar la siguiente integral impropia y determinar si converge o diverge.

3
x’dx+ lim x °dx
v—=>0* v

El limite no existe, por lo tanto, la integral diverge.

Ejercicios propuestos

Dada la funcién f (x) =x?, definida en el intervalo [0,2].

Obtener:
a) Elvalor promedio de la funcién en el intervalo dado.

b) Elolosvaloresdece [0,2] ,talesque f (c) seaigual al valor promedio.

OdIN3LNOD




Respuesta: 4
a)  Valor promedio f(c)= 3

b) c:‘;ﬁ?

Dada la funcién f (x) =3x%, xe[-2,-1]

Encontrar:
a) Elvalor promedio de la funcién en [— 2,— l]
b) Elolosvaloresdece [— 2,— 1] , cuya existencia garantiza el

teorema del valor medio del célculo integral.

Respuesta:
a) Valor promedio f(c)=7

by c=- |
3

Si se sabe que

s ce[—2,—l]

2
a) Evaluar la integral j\

1 2

Respuesta:

15
a) T b) -15

-1
f ( y) dy  b) Evaluar la integral X 4f (x) dx
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d X
Obtener: — H sen4/ 1+t dt]
dx

1

Respuesta: sen4/1l+x

Sea F(x) =X (t2—2t+ l) dt
2

Obtener: F'(x)

Respuesta: F/(x)=x"-2x+1

Aplicar el teorema fundamental del Calculo para calcular

/g
sec’(2x) dx
0

1
Respuesta: 5

Obtener la antiderivada general de la funcién

Fo) =) (34 - )

Respuesta:

[z (a5 - o

= 5 (V= e
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2(x+1) i

2

Evaluar la integral
X+2x+7

Respuesta: In(x*+2x+7)+C

Evaluar la integral X 3x*(sec®x®) (tanx®) dx

(sec x3)3

Respuesta: +C

Evaluar la integral] [ln (cos x)]3 tan x dx

4
Respuesta: - [ll’l(Czsx)] +C

tan x
e -2
Evaluar la integral j‘ (72) dx
cos“x
Respuesta: e"™"*—2tanx+C
e*—(1-x)

Calcular, si existe, el valor de lim
x—>0 X

Respuesta: 2
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. . ’ 2
Calcular, si existe, el valor de lim x™*
x>0t

Respuesta: 1

Determinar si la siguiente integral converge o diverge

o SeNn | ——
B S
j\Z/"r Xs *

Respuesta:

. 1
La integral converge al valor o

Analizar la continuidad de la funcién f(x)= en el intervalo [0,2],

posteriormente determinar si la siguiente integral converge o diverge.
2 dx
o A/2—Xx

Respuesta:

La funcidn es discontinuaen x=2

La integral converge al valor ﬁ
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TEMA 3
Métodos de integracion

OdIN3LNOD

En este apartado se denotara a cada una de las integrales con la letra I

Resolver la siguiente integral: X xIn x*dx

Resolucion:

Laestructura del integrando, que no indica una integral inmediata, muestra
un producto de funciones, por lo que es posible aplicar integracién por
partes.

j udv=uv-— X vdu <  Expresion que identifica el método
de integracién por partes.

u=Inx , dv=xdx



(@)
@]
=
x? 1 —
I=2|— Inx— — | xdx m
2 2 Z
- W)
~ (@)
2 2
I=2|— Inx—-— —|+C
2 2 2
I=x*Inx — —x*+C

Resolver la siguiente integral: j x? In xdx

Resolucion:

El integrando es tal que no puede resolverse de forma inmediata.

Aplica integracion por partes; considerando la expresion:

Xudv=uv— j‘vdu

Se tiene
u=Inx , dv=x?dx
l 3
du= —dx , V= —
X 3

1 X 1
I= ilnx _ = +C="—Inx - —x%+C
3 3 3 9




Resolver la siguiente integral: jx cos (2 x) dx

Resolucion:

Similar a los ejercicios previos, se integra por partes, por lo que:
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Uu=x , dv=cos 2xdx

1
du=dx , V= ?sean
X 1
I=j\xcos (2x) dx = ?sen 2x— 2“\sen 2x dx

X 1
I=—sen2x+—cos2x+C
2 4

x2—x
IR Resolver la siguiente integral: dx
1| puententgral | 2%

Resolucion:

No es una integral inmediata, tiene la estructura para aplicar fracciones
parciales. Es un cociente de polinomios, donde el grado del numerador
(eneste caso esde segundo grado) es menor que el grado del denominador
(es de tercer grado), por lo que se descompone de acuerdo con la teoria
del método.

*—x

1= X (e=3) (e—a) (xv4)




x*-x _A B C (1)
(x—3)(x—4)(x+4) C x-3 x—4 x+4
—

raices reales diferentes

Ecuacién - x*-x=A(x-4)(x+4)+B(x-3)(x+4)+C(x-3)(x-4)
bésica

Considerando que las raices del denominador son reales y diferentes,
se obtendran los valores de las constantes A, B y C de la forma que se
describe a continuacién.

Se asigna a x el valor de cada raiz del polinomio del denominador:

x=4 x=-4 x=3

12=B(1)(8) 20=C(-7)(-8) 6=A(-1)(7)

12=8B 20=56C 6=—-7A
12 3 20 S 6
8 2 56 14 7

Sustituyendo estos valores en (l)

Ea
x’-x 7 2 14
(x—3)(x—4)(x+4) S x-3  x-4 x+4

(@)
©)
zZ
_|
m
zZ
W)
(@)




I:—jln (x-3)+ 21n (x—4)+ 1541n (x+4)+C

(@)
©)
zZ
_|
m
zZ
W)
(@)

IBSYR Resolver la siguiente integral: Xx 4-x" dx

Resolucion:

En una integral de la formaju”du; se resuelve a partir de un cambio de

variable:

u=4-x
du=-2xdx
d
dx = “
—-2x
s
1
Izjx 4—x2dx=jx du=- Xul/zdu
—2x
I=—i-£u%+c
3




3x
Resolver la siguiente integral: J dx
Ax*+2x-2

Resolucion:

Esta integral se resuelve por sustitucién trigonométrica, pero primero
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se completa el trinomio cuadrado perfecto del radicando y se factoriza.

AxP+2x-2 = (x+1)*-3 *

Entonces, el denominador es de la forma +/u*—a?

x+1

AJ(x+1)*-3

/3

Del triangulo se obtienen las siguientes funciones trigonométricas, para

posteriormente realizar la sustitucion trigonométrica.

sec6=x+l = xz\/?sece—l
e
dx=\/§sec6tan6 do
tan 0= A/(x+1)*-3 = \(x+1)>-3 = /3 tan®
ﬁ




I_Sj(ﬁsece—l)\/?sece tan6 d6
\/Etane
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I=3j(\/§sece—1) sech df = BJ(ﬁsecze—seCG) do

I=3 \/?Xsecze dG—BJsece do

De aqui ya se tienen integrales inmediatas:
I=3 ﬁtan6—3 In (secG+tan6)+C
El resultado debe expresarse en términos de la variable original, por

lo que empleando el triangulo rectangulo se establecen las funciones

necesarias:

2 —
I=3 [1/x2+2x—2 “In (f/%l + “xjsix 2 )] +C

I¥2N Resolver la siguiente integral: “\ cos (4/x-3 )dx

Resolucion:

Esta integral se resuelve por partes, por lo que inicialmente se realiza el
cambio de variable indicado




0
©)
p
2*=x-3 =
=
>,
2zdz=dx ©)
I= Xcos(«/x—S )dx= jcos(z)-szz=2 jzcos(z)dz
v~
L

(se integra por partes)

Debe recordarse la expresidn para integrar por partes:
judv= uv— jvdu

L= jzcos(z)dz:zsen(z) - Xsen(z)dz

u=g dv=cos(z)dz
du=dz v=sen(z)

I,=zsen(z)+cos(z)+C
Por lo tanto:
I=2(zsen(z)+cos(z)+C)=2zsen(z)+2cos(z)+C
El resultado debe expresarse en términos de la variable original:
Z=4/x-3

Por lo que finalmente:

jcos(m)dx:2\/x—3 sen(y/x—3 )+2cos(y/x-3 )+C




Resolver la siguiente integral: j\ sen (In(x?))dx

Resolucion:

Es conveniente iniciar con cambio de variable en el integrando:
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zzln(xz):Zln(x) = %zln(x)

Para obtener x se aplica la funcién inversa del logaritmo natural, que es

la funcién exponencial:
y L
ell=x = dx= Ee 2dz
Entonces, se tiene:

jsen (In(x?))dx = jsen (21n(x))dx = Xsen 2 ; ¢ dz

j‘sen (In(x?)) dx= ; jsen () €72 dz
"~
Il

(se integra por partes)

ParaI:

I,= jsen () €72 dz=2 /2 sen (2) -2 jez/z cos(z)dz
—
Iz

nuevamente por partes




u=sen(z) dv= e72dz
du=cos(z) dz v=2¢"2
Paral,:

I,= Jez/z cos(z) dz=2 €72 cos(z) +2 jez/z sen(z)dz
"~

se obtiene I,
u=cos(2) dv=e2dz
du=-sen(z)dz v=2¢72

Sustituyendo I, en I, :

jsen (2) €72 dz=2¢"2 sen (z) -2 [2 e”2 cos(z)+2 Xez/z sen (z) dz]

jsen () €*/2 dz=2¢"2 sen (z) —4¢%2 cos(z)-4 Xez/z sen (2)dz
Agrupando términos semejantes:
5 jezﬁ sen (z)dz=2¢"2 (sen(z)—2cos(z))+C

Despejando la integral de interés:

jez/z sen (2) dz:éez/2 (sen(z)-2cos(z))+C

Expresando el primer miembro de la integral en términos de la variable x:

X sen (In (x?)) dx=; L_z) ¢”2(sen(z) —2cos(z))| +C
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Finalmente, el resultado en términos de la variable original z= ln(x2):

n
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Lin@e)
sen (In (x?)) dx :2 e’ [sen (In(x*))-2cos(In (xz))] +C

U

N

sen (In (x?)) dx =; x [sen (In(x*))-2cos(In (xz))] +C

U

3x-1
Resolver la siguiente integral: X (x-1) dx
x_

Resolucion:

Para esta integral aplica descomposicién en fracciones parciales.

3x-1 3 A N B N C
(x—l)s_ x—1 (x—l)2 (x—l)3

3x-1=A(x-1)>+B(x-1)+C <« Ecuacién bésica
Una de las opciones para obtener los valores de las constantes A, B, C
consiste en dar a la variable x, los valores de las raices del denominador
del integrando y cuando las raices se repiten se pueden dar valores
arbitrarios a x:

3(1)-1=c 3(2)-1=A(1)+B(1)+2

2=C 3=A+B  -(a)




x=3

3(3)-1=4A+2B+2
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6=4A+2B - (b)

Resolviendo el sistema formado por (a) y (b) se obtiene

Por lo tanto:

I= J (3xx_—l:;3 dx=3j(x—l)_2 dx+2j(x—l)_3 dx

_1\1 _1)2
I:B(x Y +2(x Y +C

INI[ON Resolver la siguiente integral: j\iﬁsz dx
x"+4x

Resolucion:

Para resolver esta integral se aplica el método de descomposicidon en
fracciones parciales.

x+5 _A+B+Cx+D
*(x*+4)  x  x* x+4

x+5=A(x)(x*+4) +B(x*+4) + (Cx+ D) (x?)




x+5=Ax3+4Ax+Bx*+ 4B+ Cx*+ Dx*
x+5=(A+C)x*+(B+D)x*+4Ax+4B <« ecuacién bédsica

Otra de las opciones para obtener los valores de las constantes A, B, C,
D consiste en igualar los coeficientes respectivos de los términos del
primero y segundo miembro de la ecuacién bésica; de esta manera se
forma un sistema de ecuaciones donde las incégnitas son las constantes

mencionadas, como se muestra enseguida:

1
A+C=0 = C=-—
4
5)
B+D=0 = D=-—
4
1
4A=1 = A=—
4

4B

I

(9)]

U

o
I
I

Por lo tanto:

x+5 111 51 _, 1| x 51 dx
I=|— S dx=—|—dx+—|x "dx—— |~ dx— |,
x"+4x 4 Jx 4 4) x"+4 4) x+4

1 5xt 11 5 1 x
I=—ln|x| + - — —— -—ln|x2+4| - — -+ —angtan (—)+C
4 - 4 2 2

1 5 1 S X
I:—ln|x| - ———1n|x2+4| — —angtan (—>+C
4 4x 8 8 2

(@)
©)
zZ
_|
m
zZ
W)
(@)




IMINE Resolver la siguiente integral: J -3 sen (y/x+1 ) dx

Resolucion:

Considerando propiedades de la integral indefinida, anteponemos (-3)
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a la integral e iniciamos un cambio de variable en el argumento de la

funcién integrando:

X—B sen (y/x+1 ) dx

Z=4/x+1
P=x+1

2zdz=dx

I1=-3 j sen(z)(2zdz)
r=—6 X ssen(z)dz - (a)

La expresion (a) tiene la estructura para integrar por partes; cuya

Xu dv=uv-— jv du

u=zg dv=sen(z)dz

expresion es:

du=dz v=—cos(2)

Por lo tanto:
I=-zcos(z)+ Xcos (z)dz

I=—-z cos(z) + sen(z) +C




Regresando a la variable original:

I=—Mcos(ﬁ)+sen(\/m)+c
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IAPAN Resolver la siguiente integral: Xsec3(2x) dx

Resolucion:

Esta integral se resuelve aplicando integracion por partes, pero se requiere
que antes se cambie la estructura del integrando que permitira emplear

una identidad trigonométrica.

JsecS(Z x)dx= jsec(Z x) sec? (2x) dx

La integracion por partes establece aplicar la expresion:

Xudv=uv— \Yvdu

Se consideran los siguientes cambios de variable:
u=sec(2x) dv=sec’(2x)dx
du=2sec(2x) tan(2x) dx v= Xsecz(Zx)dx
V= % tan (2 x)

Por lo tanto:

j sec®(2x)dx =% tan (2x) sec (2x) - % Xtan (2x) sec (2x) tan (2:x)dx




j sec®(2x)dx =% tan (2x) sec (2x) - j tan® (2x) sec (2x) dx

Empleando la identidad tan®(u) =sec®(u) -1

sec®(2x)dx =% tan (2x) sec(2x) - | (sec’(2x) -1) sec(2x)dx
sec?(2x)dx =% tan (2x) sec (2x) — | sec®(2x) dx + X sec(2x)dx

Se observa que la integral que interesa también se encuentra en el
segundo miembro, por lo que se agrupan, pues son términos semejantes:

2jsec3(2x) dx=% tan (2x) sec(2x) +% In |sec (2x)+tan(2x) +C

j\secs(Zx) dx=% tan(Zx) sec (2x) +% In |sec (2x)+tan (2x) +C

Finalmente:

X se03(2x) dx=% l tan (2x) sec (2 x) +1n |sec (2 x)+tan (2x)

]+c
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3x—-2

IRE)N Resolver la siguiente integral: jz
x"—6x+13

Resolucion:

Esta integral puede resolverse por sustitucién trigonométrica, pero
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inicialmente se completa el trinomio cuadrado perfecto del denominador,
se factoriza y posteriormente se separa en dos integrales:

x?—6x+13=x"-6x+9-9+13
=(x-3)*+4
I_j 3x-2 d_]‘ 3x P j 2 ;
J (x-3)%+4 e (x-3)*+4 * (x-3)*+4 *
— v/

I I

A pesar de que no tenga la forma 1/u’+a”, paral, es aplicable sustitucién

trigonométrica, como se muestra enseguida:

tan(e) =xz—3
JG=3)a

x-3=2tan(0)

x=2tan(B)+3

dx=2sec’(0)do

2
cos(0) = (x-3)*+4
2
(x-3)*+4 = cos (@) =2sec(0)




Interesa solo el radicando, por lo que:

(x—3)*+4=(2sec(0))*=4sec*(0)
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Para I;:

I= X 3 (it:;(ze(%; 3) 2sec?(0)do

I,=3 X(tan(e) +%) de = SXtan (6)de +2Xd9

Utilizando una identidad trigonométrica para la funcidén tangente, se
tiene:

I,=3 sen(8) 4o, 94
cos(6) 2

9
I,=-3In (cos(9)) +EG+C1

En términos de la variable original

I,=-31 2 % angtan| *=3) +c
=-3In|—F7—— |+ angtan| — | +
! (x-3)%+4) 2 & 2 !

Para I,, se tiene una integral que se resuelve por un cambio de variable
elemental:

1 p du
L==-2|7"7" dx <«
? (x-3)*+4 u’+a’
1 xX—
IL=-2 ?angtan Ty +C,
x-3
Izz—angtan< 5 )+C2




Finalmente:
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I=I,+I,

I=-31 2 7 angtan [222) +¢
=-3In|—F——— |+ - angtan +
(x-3)%+4 ) 2 & 2

Donde C agrupa a las constantes C, +C,

2

x
IREYE Resolver la siguiente integral: j (4—9x2)3 7 dx

Resolucion:

Conviene expresar el denominador en términos del radical /4 -9 x?,
entonces:

El integrando sugiere integracién por sustitucion trigonométrica, por
lo que es conveniente considerar el tridngulo que sustenta el método.

sen(6) = 32x = 3x=2sen(0)

2

3
5 * x= i sen(0)
4-9x* 2

dx = E cos (9) ad

o2
cos(8)= 4—9x = \/4—9x2=2cos(9)

2




Entonces, la sustitucién trigonométrica correspondiente lleva a lo

siguiente:

2 2 4 2
) (3 sen(e)) B - 5 sen (6) - - cos (0) N
1= (2c0s(0))® 3 co8 - 8cos*(0)

Para resolver es conveniente

. EX Senz(e) 0= 8 Xtanz(e) 0 - usar una identidad

trigonométrica.

I= %[tan(e)—ehc

Debe expresarse el resultado en términos de la variable original:

3x

Del tridngulo rectdngulo tan(f) = T
4-9x

3 3
y de la funcién sen(6)= 7; setiene O=ang sen(zx)

por lo que:
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o ) 6x°—-3x%+2x—4
IBEY)N Resolver la siguiente integral: dx

x*+x?
Resolucion:
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dx

. 6x3-3x*+2x-4
- x*(x*+1)

Aqui se emplea la descomposicién en fracciones parciales:

6x°-3x*+2x-4 A B Cx+D

xz(x2+l) X " x?2 x*+1

Se obtiene la ecuacion basica:
6x°-3x*+2x—4=A(x)(x*+1)+B(x*+1)+(Cx+D)x*

Efectuando operaciones en el segundo miembro:
6x°~3x*+2x—-4=A(x*)+ Ax+Bx’+ B+ C(x*) + Dx?
6x°-3x°+2x-4=(A+C)x*+(B+D)x’+(Ax)+B

Por igualdad de polinomios:

A+C=6 = C=6-2=4
B+D=-3 = D=-3+4=1
A=2




Por lo tanto:

6x°-3x*+2x-4 2 4 4x 1

2

= +
x*+x? x x5 x*+1  x*+1

1 X 1
I=2| —dx-4|x?dx+4| ——dx+ |——dx
X x+1 x+1

Finalmente:

-1

I= 21n(x)—4 X 44 -%ln(x2+1)+angtan(x)+c

I=21n(x) +2iom (x*+1)+angtan(x)+C
x

Aplicaciones geométricas del calculo integral: calculo
de areas, longitud de arco y volumen de sélidos de
revolucion

Calcular el drea de la region limitada por las graficas de y=e”,
y=—-x+1,x=—-1yel eje de las abscisas.

Resolucion:

Inicialmente, se realiza un bosquejo de la region:

OdIN3LNOD




-2

Se observa que la regidon debe dividirse en 2. Si se eligen rectdngulos
verticales (Region tipo 1):

A=A +A,

0 0
A1=j (e*-0)dx=e*| =e@-—eW=1-
o e

-1

2
A,= jl(—x+l)dx=— 2£+x

0

Por lo que el 4rea total es:

A;=0.632+0.5=1.132u de area.
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1
PN Calcular el drea de la region limitada por la parabola y*= — x ylacuerda
que une los puntos A (2, - l) y B (8, 2).

Resolucion:

Conviene graficar la region de interés, por lo que inicialmente se debe
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obtener la ecuacidn de la recta definida por la cuerda que une los puntos

A, B
y_ylzm(x_xl)
- 2+1
m:yz U _ _ 2 _*
X,—%, 8-2 2

y+1= ;(x—z)
+l—ix—l
T

1 .
AY y=—x—-2 obien x=2y+4

-3 Se observa que conviene utilizar la region tipo 2
(rectangulos horizontales).




d
c

A=j [£(3)-&(x)] dy
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A= jz [(2y+4)-(2y?) | dy= Xz (-2y*+2y+4) dy

-1 -1

2

_ [_j (2)+ (2)2+4(2)] - [_2 (-1)%+(-1)%+4(-1)

2
A= yryi+dy

-1

16 7 ~16+36 7 27
A=[-—+12]-(-= = +—="=9
3 3 3 3 3

pRE)N Calcular el area de la regidn limitada por el tridngulo cuyos vértices son
los puntos A (2, -1), B(8, 2), (10, 0).

Resolucion:

Conviene graficar la region inicialmente:
AY

3

-2

[ —1
1
1
I
S
- -1
\
\‘\
IS
\
o
®
[
°4
-
N

-2




Cada lado del tridangulo esta dado por un segmento de recta, por lo que
se obtienen las ecuaciones de las rectas que definen cada lado.
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L;: AB
- 1
y_ylzm(x_xl) ; m= M_i
Xy—=%;, 2
y+1= —(x—z)
! 2
= —X—
Y 2
L,: BC
0-2
m= =-1
10-8
y-2=—(x-8)
y=—-x+10
L,: CA
-1-0 -1 1
m= = — = —




Para calcular el drea debe dividirse la regiéon en dos. Sea A, el area
definida por las rectas L,, L,, x=2y x=8.

Empleando region tipo 1:

3 6 27
A12(12—6)— Z - Z = ?

Sea A, el 4rea definida por las rectas L, y L,.

Empleando region tipo 1:

A,= f [(—x+10)—(8lx—45>] dx = EO (— Zx+445) dx

900-864 36 9

2:7= =

16 16 4

36 )
AT=A1+A2: T =9u
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PR Mediante célculo integral, calcular el drea de la region limitada por
Y= |x—2| ylarectay=2.

Resolucion:

Como se ha realizado anteriormente, primero se grafica la region:
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AY
4

y=2

N

! y=-x+2 y=x-2

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

-1

La funcién valor absoluto se define por 2 reglas de correspondencia:

—-x+2, 0< x<2
ral- |

x—2, 2< x<4

Lo anterior implica que, para el calculo del area, se emplearan propiedades
de la integral definida, como se muestra:

b c

g(x) dx+ L h(x) dx

A:j\cf(x) deX

a a

A= j: | x—2|dx= jz (—x+2)dx+ J: (x—-2)dx

0




4

=(-2+4)+[(8-8)-(2-4)]

2

xz
A= (— +2x)
2

Finalmente:

2 (xz )
+|—-2x
0 2

A=2+2=4u?
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PRSIR Calcular el 4rea de la regién limitada por la curva de ecuacién y=2x4/6 —x?

y el eje de las abscisas.

Resolucion:

Se grafica inicialmente la regién de interés:

AY
4

3

- 5 -4 -3 1 253 4 5

Segun se observa, debe dividirse la regién en dos dreas, las que se
llamaran A;y A,, por lo que el area total sera:

A=A +A,

Para A, se considera que la regién estd en el tercer cuadrante (f(x) <0),
por lo que la integral estara precedida por el signo negativo:




0 0
A=-— XA/ 6—x" dx=— j x(6-x2)"2 dx
4/ —4/6

Esta integral es de la forma Xu”du, donde aplica el siguiente cambio de

variable:

Para A,:
a g
A,= J x4/ 6—x% dx= j x(6-x2)"2 dx
0 0

La integral se resuelve de manera similar a A, por lo que:

e g

0

(GG
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El resultado final es:
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2
Ap= 31/63: 9.79 u?

R Calcular el 4rea de la regién limitada por las gréificas de f(x) =sen(x),
g(x) :cos(x), x=0yx=m.

Resolucion:

La grafica de la region es la siguiente:

AY
3
T V2
2\az
%x) = cosy/ l g(x) = sen(x)
-6 -5 -4 - -1 1 4 5 6 )x
-1
-2
x=0 X=T
-3

Para calcular el valor del area, se requiere emplear 2 integrales, ademds
de obtener las coordenadas del punto de interseccidn entre las curvas,
en el intervalo [0, n].

Para obtener el punto de interseccién se procede de la siguiente manera.

Igualando las funciones:




sen(x) = COS(X)
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Sel’l(X) _
cos(x)

tan(x)=1

x=ang tan(l)

T
xXx=—
4

Para obtener el valor de la ordenada, se sustituye en cualquiera de las

funciones:

. ./ T 4/ 2
Por lo que las coordenadas del punto de interseccién son P (4 ' ) .
El area total estd dada por la suma de las 2 areas, como se indica:

A=A +A,

/4

A =j (cos(x) —sen(x)) dx

0

T/,

A, =(sen(x)+cos(x))

0




A=

en @ +cos @ ] _ [sen(0) +cos (0)]

<ﬁ+ﬁ) 1_2\/__ —1==4/2-1=0.414

2 2
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Para A,:

A,= jn“ (sen(x)—cos(x))dx

T

A,=(~cos(x)-sen(x)) .

4

A,=[ ~cos () —sen (n)] - [‘COS(D e (D]
4,=[=(-1)-0]- [‘ (@) ) (@)l

A,=1- (— i) 1+4/2

A,=2.414
Ap=A,+A,=0.414+2.414

A,;=2.8281u7




Calcular la longitud del arco de la curva y=x*2 del punto A(l,l) al
punto B(4, 8) .

Resolucion:

La grafica de la curva se muestra a continuacidn:
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—_
o
>
<

!
]
B

b
s=| Yo lF e )
Por lo que se deriva la funcién y=f(x) y se eleva al cuadrado:

fla)=x"2

4 4 9 1/
S:j 1+2x dx=j (l+x) dx
1V 4 1 4




Esta integral es de la forma j‘u"du, por lo que realizando el cambio de

variable siguiente:
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9
u:l+?x du=—dx

Resulta:

S§S=7.635 unidades

Encontrar el volumen del sélido que se obtiene cuando la region limitada
pory= \/; y el eje de las abscisas, definida en el intervalo x € [2, 5], se

hace girar alrededor del eje x.

Resolucion:

Inicialmente se grafica la regién en el plano xy.

—_——— e — = ]

x=5'

i
N




Al girar la regién alrededor del eje x, un bosquejo del sélido resultante

es el que se muestra enseguida:
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/ry
3

I
I
I
I
I
I
R(x)

>X

A
7

[
|
|
|
|
|

El volumen del sélido se calcula a partir de la expresion:

V=m r [R(x)]? dx

Encontrar el volumen del sélido resultante cuando la regién bajo la
curva y=1+x*limitada por el eje x, definida en el intervalo x € [1, 3], se

hace girar alrededor del eje y.




Resolucion:

Inicialmente se grafica la region en el plano xy.
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r ly t
L (3,28)
g—r”

1.2%,

D 27 —24 -21 -18 15 =12 -9 -6 -3p

f > X

1
: 1
31,

6 9 12 15 18 21

3

~
1}
™

Al girar la region alrededor del eje y, un bosquejo del sélido resultante
es el que se muestra enseguida:

> X
9 12 15 18 21 24

- — e
o




Se pueden observar en la figura dos secciones que generan el volumen.
Una esta determinada por la region plana que limita la recta horizontal
y=2, las rectas verticales x=1, x=3y el eje de las abscisas. Al girar
define el volumen 1.

Para el volumen 1: 2T

El volumen V; se calcula enseguida:

ner | RGP P a

0

R( y) =3 < Radio exterior

r( y) =1 <« Radio interior
2 2
0 0
2

=n(16)=167 v’
0

2
Vl=7rj 8 dy=m(8y)

0

Otra seccidn esta determinada por la region plana que limita la curva

y=1+x°, la recta horizontal y=2 y la recta x=3. Los extremos de
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integracion los determinaran las ordenadas de los puntos (1, 2) y (3, 28).

Al girar define el volumen 2.

] gf&
o [

24

Para el volumen 2:

21

18

NN N e o

1 e |

21 18 -15 12 -9 -6 30| : 3 6 9 12 15 18 21
1 |
| I

El volumen V, se calcula enseguida:

ver | RGP O a

2

R( y) =3 <« Radio exterior

r(y) = 3«/y -1 <« Radio interior

v2=nf[<s>2—<vyfl>2]dy

N

:nrg[9—(y—1)2/3]dy

2

28

V,=m
2 5

2

9y—i(y—l)5/3]
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VZ:n% [9(28)— i (27)5/3] —[9(2)— i (1)] g

(s2-2 09) (- 2]

444
=—T
5
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V,=m

2

Se calcula el volumen total, considerando la suma del volumen 1 y del

volumen 2.
444
VT=V1+V2=16T[+?7T
524
V= Tu
5

PAION Calcular el volumen del sélido que se obtiene cuando la regién limitada
pory= \/;, y=0y x=4, gira alrededor de la recta x =4.

Resolucion:

Se grafica inicialmente la region plana:

AY .
4 I
. @l
R " 2 B (4,2 .
y=vx
1 /
//A > X
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 f 5 6 7
. \
x=4
) :




Enseguida se bosqueja el s6lido que se genera

AY
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o
L
A
Y
N
o
£
o
®

2 R(y)

La expresion para calcular el volumen es:

vr |’ Ry

c

R(y)=4-y

2

2
V=7rX (4—y2)2 dy=7rj (l6—8y2+y4) dy

0 0

8 . ¥\ |? 64 32
V=m| 16y— —y+ =— =m|l 32— — +
3 5 ) 1o 3 5

256 3
V=—mu
15




Ejercicios propuestos

OdIN3LNOD

Efectuar la siguiente integral: j In(q/x+ l) dx

Respuesta: xln|x+1| —x+1n|x+1| +C

1
Efectuar la siguiente integral: j e 2% cos(2x) dx

Respuesta:

Efectuar la siguiente integral: j csc®(2x) dx

Respuesta:

—% csc (2x) cot(2x)+%1n | esc(2x) —cot (2x) | +C

1

Efectuar la siguiente integral: KW dx

Respuesta:
1

i1n|x+l| —iln|x—2| -——+C
9 9 3(x-2)




1
EMON Efcctuar la siguiente integral: | ———— dx
ectuar la Slgulen e1m egra j ex+3+ze—x

ln(ex+l)—ln(ex+2)+C
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. . 2x*-2x-10
Efectuar la siguiente integral: 5 dx
(x=1)(x*+2x+2)

2 [1n|x2+2x+2 +angtan(x+l)—ln|x—l|]+C

dx
Efectuar la siguiente integral: 5
X —4x-2

2

X
EX)N Efectuar la siguiente integral: ———dx
- g g j\ (l _ 5x2)3/2

5\1/3 l \/\l/—_si:xz -angsen («/Ex)]m




dx
Efectuar la siguiente integral: | ————
x4/ x*+25
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1

x?-25 -5
ZIn| Y- = 7

X

+C

N[N Efectuar la siguiente integral: j\ sen3(2x) dx

- ; cos (2x) +2 cos®(2x) +C

ERBVN Calcular el 4rea de la regién limitada por las curvas de ecuacién y*+x—2=0
yy+x=0

-3 -2 -1 0 3

-1

/

. 9 A
Area = E unidades cuadradas




ERPIR Calcular el drea de la regién limitada por las curvas de ecuacién
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y=secz(x), el eje x, el eje y ylarectax= % .
AY

-1

Area =1 unidad cuadrada

EME)N Determinar la longitud de arco de la curva y=In |sec(x) |, desde x=0,

T
hastax= —
4

0.5

S=1n | ﬁ +1 | unidades lineales




MUY Calcular el volumen del sélido de revolucién generado, cuando la region

acotada por la curva y=; x*, el eje de las abscisas y las rectas x=2y

x =4, gira alrededor del eje x.

- N W A OO N O

654321 1

-2

248
Volumen = T 1 unidades cubicas

>x
+ 56 7 8 9 101112

EMEY Calcular el volumen del sélido de revolucién que se genera, cuando

la regién limitada por las curvas y=x1/ 3 el eje y y la recta y=2, gira

alrededor del eje de las ordenadas.

AY
10

2
Volumen = 7 1t unidades cubicas

10

15 20 25 30
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Dominio y recorrido de funciones escalares de dos
variables. Region de definicion y grafica de funciones
escalares de dos variables

Sea la funcién z=+/36 —x°~y”. Obtener el dominio y el recorrido de la
funcién.

Resolucion:

Para el dominio de la funcion se tiene

2=4/36-x"-1y"
36—x’-y*=0 = 36=2x’+y* o x*+y°<36

Por lo que, el dominio de la funcidén es el conjunto

Ds= {(x, y)/x*+y’ < 36}

Este es el conjunto de puntos del plano xy sobre la circunferencia
x*+y*=36, asi como los puntos de la regién interior limitada por esta

circunferencia.

OdIN3LNOD




Para el recorrido de la funcién se tiene que

z=4/36-x"-y’

Entonces 0<z<6, porlo que el recorrido de f es el conjunto de nimeros
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reales del intervalo cerrado [0, 6].

1

Obtener el dominio de la funcién f(x, y)=

Resolucion:

Para el dominio de la funcién se tiene
m >0
X+ y*—49 > 0
x*+ y* > 49
Entonces, el dominio es el siguiente conjunto:
Ds={(x, y) / x*+y*>49}

Este es el conjunto de puntos de la regién exterior de la circunferencia
Xy’ =49.

Obtener y describir la region de definicién de la funcién del ejercicio 1.1.




Resolucion:

La regidn de definicién de una funcién de dos variables es la represen-
tacion grafica del dominio de la funcidon en el plano xy.

Segun se obtuvo en el ejercicio 1.1, el dominio es
Ds={(x,y) / x*+y*<36}

El lugar geométrico en R? (plano xy) se muestra a continuacion:

y

Laregién de definicidn corresponde a los puntos sobre la circunferencia
de centro C (0, O) y radio r=6, asi como los puntos al interior de dicha

circunferencia.

Obtener y describir la region de definicidn de la funcién del ejercicio 1.2.

Resolucion:

La region de definicién de una funcién de dos variables es la represen-

tacion gréfica del dominio de la funcién en el plano xy.
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Segun se obtuvo en el ejercicio 1.2, el dominio es

Ds= {(x, y)/x*+y°> 49}

El lugar geométrico en R? (plano xy) se muestra enseguida:

La region de definicién corresponde a los puntos del plano xy que se

7

N

encuentran fuera de la circunferencia y tampoco incluye a los puntos

que estan sobre la circunferencia.

Graficar e identificar la superficie representada por f (x,y) = /25 —x* —y".

Resolucion:

La grafica de una funcién de dos variables es una superficie que consta
de todos los puntos del espacio tridimensional cuyas coordenadas
cartesianas estan determinadas por las ternas ordenadas de nimeros
reales (x, y, 2).

En este caso, para graficar se pueden emplear las trazas de la superficie,
segun se estudio en el curso previo de Calculo y Geometria Analitica. La
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traza de la superficie en el plano xy se obtiene al emplear la ecuacién

z=0y sustituir en la ecuacién de la superficie:
0=4/25-x*-y"
x*+y*=25

Esta ecuacion representa una circunferencia de centro C (0, 0) y radio
r=>5. Para la traza en el plano xz, se tiene y=0, y se sustituye en la
ecuacion de la superficie:

z=4/25-x2
z*=25-x"
x?+ 2*=25

La ecuacién representa una circunferencia de centro C (0, 0) yradio r=5.

Finalmente, para la traza yz se tiene x =0, y se sustituye en la ecuacién

de la superficie:
z=4/25-Yy°
y*+22=25
La ecuacién representa una circunferencia de centro C (0, 0) yradior=35.

De lo anterior, se tiene que todas las trazas representan circunferencias.
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Finalmente, debe considerarse que la superficie se refiere solo al radical

positivo, por lo que al graficar se tendrian valores para la funcién z=0.

Entonces, la superficie de ecuacién z=+/25-x’-y> es una semiesfera
de centro en el origen y radio 5.

Trazar la grafica de la superficie cuya ecuacion se muestra en cada uno de
los siguientes incisos, utilizando algtin graficador o software adecuado.
a) x*+y*+2°=9

b) xX*+y*=z

Indicar el nombre de la superficie.

Resolucion:

Empleando un graficador se tienen las siguientes figuras:
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a)

La superficie es una esfera de centro en el origen y radio 3.

b)

La superficie es un paraboloide circular de centro en el origen y eje

coincidente con el eje z.

Identificar y trazar la grafica de las superficies cuadraticas siguientes,

empleando un graficador en 3D.

a) Y+ 527 =x?

b) xX*—y-2"=4
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Resolucion:

0O
©)
zZ
_|
m
zZ
W)
©)

Empleando un graficador se tiene:

a)

b)

La superficie representa un hiperboloide de dos hojas con eje coinci-

dente con el eje x.




Sea la funcién f(x, y)=+/x’~y’-2. Dibujar y describir 3 curvas de
nivel asociadas a la funcién dada. Emplear los valores C;=-1, C,=0y

Cy=+/2.

Resolucion:

Considerando z=C, se toman los valores C;, C, y C;.
Ci=-1 = z=-1

Sustituyendo en la ecuacion de la superficie:

z=f(x,y)

1=x"-y"-2 = x*-y*=3

2 2

x
Obien,——y—=l
3 3

Esta ecuacidon representa una hipérbola de centro C(0,0), semieje
transverso a= ﬁ y semieje conjugado b= \/5 .

Para el siguiente valor de C:
C,=0 = 2z=0

De igual manera, se sustituye en la ecuacion de la superficie:

0=x’-y*-2 = x*-y’=2
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v
2

2
x
O bien, — - =1
2
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Se tiene una hipérbola de centro C (0, O), semieje transverso a=4/2 y
semieje conjugado b= \/5 .

Finalmente, para C;= \/E

C3:ﬁ = z:ﬁ

Se sustituye en la ecuacion de la superficie

2=x"-y"-2 = x’-y’=4

2 2

x
Obien,——y—=l
4 4

Aqui se tiene una hipérbola de centro C (0, 0), semieje transverso a=2

y semieje conjugado b=2.

El lugar geométrico de las 3 curvas de nivel se muestra enseguida:

AY

-2




Limite de funciones de dos variables y derivadas
parciales de funciones de dos o mas variables

OdIN3LNOD

A continuacioén, evaluar el limite indicado.

a) lim flx,y) ; flx, y)=x*+y?

(% y)=>(3,0)

b) lm  fley) ;s floy)=

_*y

(% )>(0,0) x4 2y?

Resolucion:

a) Inicialmente se calcula el limite evaluando directamente la funcion:
lim (x*+y*)=(0)"+(3)’=9  « este es el valor limite
(% y)=>(3,0)

b) De manera similar, se evalia la funcién al calcular el limite:

, xy \_(0)(0) (o)
G0 (x2+2y2)_ () (o)

En este caso, el resultado es una indeterminacién, por lo que ain no se

puede concluir nada acerca del resultado del limite o de su no existencia.

En el curso de la asignatura Calculo Integral, se ha mostrado el proceso
para calcular, si existe, el limite de una funcién de dos variables: limites
reiterados y limites por trayectorias.

Enseguida se procede a aplicar lo que establece el planteamiento por
trayectorias.




Empleando la trayectoria y=x, al sustituir en la funcién original, se

tiene que la funcién

_ XY
f(x’y) - x2+ 2y2

se transforma en

f(x)‘i‘*z=i

Cx2+2x% 3x 3

Por lo que el limite se calcula considerando una funcién de una sola

variable, que en este caso es una constante.

, (1Y 1
i (9= () 5

Empleando la trayectoria y=2x, se procede de manera similar, dando

lugar a una funcién de una variable, que nuevamente es una constante

- x(2x) _2x
f(x)_x2+2(2x)2 x4+ 8x?
2x? 1
f(x) = 9 12 =?

Considerando el resultado obtenido, el valor de los limites es diferente
y, teniendo presente que cuando una funcidn tiene limite, este es tinico,

la respuesta final es que el limite no existe.
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Sea la funcién z=f (x,y) = 3x"y—4xy*+x°+3y>, obtener z,y z,.

Resolucion:

[{9982)

Para calcular z,, debe recordarse que la variable “y” se comporta como
constante

2, =6xy—4y°+2x

({2

Para calcular 2, , debe recordarse que la variable “x” se comporta como

constante

z,=3x"-8xy+6Yy

Sea la funcién w=F (x,y,2) = e*"Y—2ye* +4xy’z, obtener w,, W, Y W,

Resolucion:

Considerando que se tienen tres variables independientes, para calcular
(el

w, debe recordarse que las variables “y” y “2” se comportan como

constantes.

W, = exzy(Z xy)+4y’z= 2xyex2y +4y%z

Para calcular w,, debe recordarse que las variables “x” y “z” se comportan
como constantes.

_ x*y[. 2 22 _ 2 x%y 22
w,=e (x)—2e +8xyz=x"¢" 7-2¢" +8xYz
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[{Ppn ] ({2

Para calcular w,, debe recordarse que las variables “x” y “y” se comportan
como constantes.

w,=—2ye* (22) +4xy*= —4yze® +4xy?
Sea la funcién z=f (x,y) = (x*~y*)?, obtener z, y z,.

Resolucion:

Para calcular z,, debe recordarse que la variable “y” se comporta como
constante.

4x

2= —2(x*-y*) 7 (2x) = - =)

({2

Para calcular z,, debe recordarse que la variable “x” se comporta como
constante.

2 3\-3 2 6y2
z,=—-2(x*-y*) (-3 = W

of o
Calcular aic y aic enelpunto P (Tzr , 0), paralafunciénf (x,y) =xcos (xy).
X 9y

Resolucion:

5]
Inicialmente se calcula ai[ y después se evalua en el punto P:
x
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O
@)
5

:];zx;cos(xy)+008(xy)£c(x) %
@)

sj::x [—sen (xy) (y)] +cos (xy) (1)

aaj:= —(xy) sen(xy) +cos (xy)

Entonces:
of

ax

o(Z0) - _(D (0) sen(0) +cos(0) = 1

. J . ,
Enseguida se calcula a—f , posteriormente se evalua en el punto P:
Yy

:];=x :y cos (xy) +cos (xy) az (x)

of 2
& e[ senr) (x)] = sen(x)

of

o 2

=0

Obtener 2, y z, a partir de la funcién z=2xe** ("),




Resolucion:

[{e})

Para calcular z,, debe recordarse que la variable “y” se comporta como

constante.
g2 2 geelar) gseclar) O oy
ox ox
z,= Zx[ esec (%) goc (xy?) tan (x3?) (yz)] 4 gsec(xy?) (2)

2= 2 gsec (xy?) [ xy2 sec (xyz) tan (xyz) + l]

Para calcular z,, debe recordarse que la variable “x” se comporta como

constante.

2,=2x 2 gsec(x¥7) 4 gsec(xy?) 2 (2x)
oy oy

2, =2xe%° (%) sec (xy?) tan (xy?) (2xy) + (0)

z,=4x"y e 4%) sec (xy?) tan (x3?)

[ x%y
Seaf(x,y)=In W , obtener f, y f,

Resolucion:

Para facilitar el proceso, es conveniente aplicar inicialmente propiedades
de la funcién logaritmo natural.
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X%y Ya
y)=In| — 27
fle y) n<xy2_x3y3 )
floy)=21 -
JyY)=—In| —————
y 9 =

£l 9) =~ [1n (") ~In (-]

[{9e})

Para calcular f, debe recordarse que la variable “y” se comporta como

constante.

1(2x 2_3x%3
fx(x,y)=—< .Y y)

2 xzy xyz 3 ys

({2

Para calcular f, debe recordarse que la variable “x” se comporta como

constante.

1 x*  2xy-3x%?
Filx. y):_< 2y

2 \xy  xy*-x*y°

x=Y
x+y

Sea la funcién: h(x,y)=In

3°h
oy 9x

Obtener

P(2,1)

Resolucion:

Se tiene una derivada parcial mixta, lo que significa:
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azh a ah . . 4 «1,”
=—/| ——| <« Selee: derivada parcial segunda de la funcion “h”,
oy dx 0y \ ox

({2 ({9l

primera respecto a “x”, segunda respecto a “y”.

Antes de empezar a derivar, es conveniente simplificar la funcién aplicando

propiedades de la funcién logaritmo natural.

—\2 1 _
h(x, y) =In (xy) =—In (xy)
x+y 2 x+y

h(x, y) =% [In (x-y)-In(x+y)]

Tiene una forma mas sencilla la funcidn, por lo que puede calcularse la
primera derivada parcial

oh_1[ 1 1
ax 2 x=y x+y

Antes de obtener la segunda derivada parcial, se puede escribir:

3h 1

= [(xc-y) 7" = (x+y)7]

ox 2

Es decir, se aplicaron propiedades de exponentes, de manera que se
facilite la siguiente derivada:

o°’h 1| d ., 0 .
. ay(x v) ay(96+y)
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(D)) () (1) ) )

Finalmente, se evalda en el punto P(2,1)

L DI R S N P
ren 2| (2-1)%  (2+1)?]| 2 9

10 5

9°h
oy ox

9°h
oy ox

r21) 18 9

Obtener todas las derivadas parciales de segundo orden de la siguiente

funcién:
f(x, y) :x2_y2+x2y2

Resolucion:

Para obtener las derivadas parciales segundas, es necesario calcular
inicialmente las derivadas parciales primeras, por lo que las derivadas a

obtener son: fx’fy’fxy’fyx’fxx y fyy

0O
©)
zZ
_|
m
zZ
W)
©)




S
=z
fe=2x+2xy? =
Parciales primeras %
fy=—2y+2x% o
fee=2+2y
Parciales segundas
fyy=—2+2x"
Jay=4xy
Parciales mixtas
fye=4xy

Obtener todas las derivadas parciales de segundo orden de la siguiente

funcion:
f(x, y) =xy*+cosx+xseny

Resolucion:

Para obtener las derivadas parciales segundas, es necesario calcular
inicialmente las derivadas parciales primeras, por lo que las derivadas a

obtener son: fx’ fy’ fxy’ fyx’ fxx y fyy

fe=y*-senx+seny
Parciales primeras
fy=2xy+xcosy

frx=—COSX
Parciales segundas
fyy=2x—xseny




fxy =2y+cosy
Parciales mixtas
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fyx=2y+cosy

Verificar que se cumple T, =T,, para la siguiente funcion:

T(x, y) =e/+ylnx+xlny

Resolucion:

Se obtienen las derivadas parciales necesarias:

Tx:i+lny
X
1 1
Txy=—+—
x Y
X
Ty:ey+lnx+—
Yy
1 1
Tyx_;‘i‘;

De los resultados obtenidos se concluye que:
Ty=Ty

Verificar que se cumple T, =T, para la siguiente funcion:

T(x, y) =3xy"—2x%y*~x*y°

Resolucion:

Se obtienen las derivadas parciales necesarias:




T, =3y*—4xy’-4x°y°
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T, =6y—12xy*~12x%y*
T,=6xy—6x"y’-3x"y*

— 2 3,,2
T,,=6y—-12xy"-12x"y

De los resultados obtenidos se concluye:

Tx Y = Tyx

Demostrar que la funcién

f(x,y, 2)=e****¥ sen(5z)

satisface la ecuacidon tridimensional de Laplace:

32 2 2
7f+ﬂ+ﬂ — 0
x> dy® oz’

Resolucion:

Como se muestra en la ecuacidon de Laplace, se requiere calcular las
derivadas parciales de primer orden y, posteriormente, obtener las
derivadas parciales de segundo orden:

9

alc =4¢**"% sen (52)
x

az

a_f2 =16¢***%¥ sen (52)
x

of

5 =3e¢***3Y gen (Sz)




8
of =9¢***3¥ sen (52) '?"
oy’ =

3
Z—]; =e***3Y 5c0s(5%2)

:—;]: =e***% (_25sen (52))

Sustituyendo en la ecuacién de Laplace
16 e***3¥ sen (52) +9¢***3¥ sen (52) —25¢****Y sen (52) =0
0=0

Con lo que se demuestra que se satisface la ecuacion de Laplace.




Derivacion implicitay regla de la cadena

Utilizar diferenciacidn implicita para obtener el valor de 35 €0 el punto

P(1,-1,-1) de la ecuacién xy+2°x—2yz=0, si z es una funcién de las

variables x y y, y las derivadas parciales existen.

Resolucion:

Es posible realizar este proceso de dos maneras, las cuales se mostraran
enseguida:

a) Se aplica el operador derivada parcial en cada uno de los términos
de la ecuacién, después se efectian operaciones. Finalmente, se
despeja la derivada parcial de interés.

Seaz=f(x, y):
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b) Se utiliza la expresion

0z Fx(x, Y, z)

ox  F(xy,2)

donde F(x,y, 2)=xy+2°x-2yz

F.=y+2°
F,=3x2"-2y
Por lo tanto:
0z y+2°

ox 3xz°-2y

0z 2
ox |p S

Como se puede observar, las dos formas mostradas llevan al mismo
resultado.

Derivar implicitamente para obtener las derivadas parciales primeras

ow ow oW . ) 9 9 2 2
dew: —, — y — sisetiene x“ yz+xzw—-yzw+w =3
ox dy =~ 0z

Resolucion:

Generalizando la forma empleada en el ejercicio 3.1b, se debe calcular:




ow  F, (x, Y, 2, w)

g E, (x, Y, 2, w)

ow B Fy(x, Y, 2, w)

y F, (x, y, 2, W)

ow  F, (x, Y, %, w)

g E, (x, Y, 2, w)

donde F(x,y, 2 w)=x"yz+xz"w-y’zw+w’-3

De donde se obtiene:

F.=2xyz+2*w
F,=x"z—-2yzw
F,=x"y+2xzw-y°w

a2 a2 2
F,=xz"-y’z+3w

ow  2xyz+ziw

ox X2 —yz*+ 3w?

ow  x’z-2yzw

dy  xzZP—yz’+3n?

ow X*y+2xzw—y*w

oz x2*—y*z+ 3w’
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Usar la regla de la cadena para encontrar dT/dt, de la funcién T( , y) =Xy,

a lo largo de la trayectoria x =sent, y=cost en el punto en el que t=m.

Resolucion:

Para resolver este ejercicio, debe considerarse que se tiene un caso
particular de la regla de la cadena.

T=T(x,y),  x=x(),  y=y(t)

ar_oT dx  or dy
dt  ox dt oy dt

Se calculan las derivadas (parciales y ordinarias) indicadas:

oT oT

ox oY

dx dy

—=CO0Sst ; —=-—sent
dt

Realizando la sustitucion correspondiente se tiene:

aTr
— = ycost—xsent
dt

;iZ = (cos t) (cos t) - (sen t) (sen t)

aT
— = cos’t—sen’t
dt
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Evaluando en t=:

;i’;r = (cos 7r)2— (sen Tr)2
aT

1

dt

oz 0z .
Expresar 5 y — como funciones de r y 8 usando la regla de la
r
cadena. También expresar z directamente en términos de ry 8 antes de

diferenciar. Considerar las funciones siguientes:

z=2¢YInx, x=rsenb, y=ln(rcos€))
Resolucion:
a) Empleando la regla de la cadena:

z=f(x,y), x=g(r,0), y=h(r0)

Jdz 0% ax+8z oY
or 0x or 9y or

Se calculan las derivadas parciales indicadas:

6] 1 d

9B ey, = ; %% 2e¥Inx
ox X oY

ox o cosf 1
— = senB ; Y _ = —

or or rcos® 1
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Entonces, al sustituir las derivadas ylas funciones x =rsen 6,y = ln(r cos 9)

se tiene
oz 2e1n(rcos 0) 1
L senB+2eMmrcos®) ]y (rsen 6) -
or rsen 0 r
9z 2rcos® 1
— = +27rcos® - —In (rsen®)
or r r

Finalmente,
0z

Pl 2cos0+2cos0 In(rsend)
-

b) Expresando zen términos de r y 0 antes de diferenciar:
z=2¢M(reosd) (rsend)

z=2rcos0 ln(rsene)

a—z =2rcosO - ﬂ +1n(rsen6) (Zcose)
or rsen 0
0z

S =2 cos0+2cos In(rsend)
.

Como era de esperarse, los resultados son iguales.

.. , 0%
De manera similar se obtendra == .

06
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a) Empleando la regla de la cadena:
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az_azax+azay
06 ox 08 o9y 96

Se calculan las derivadas parciales adicionales necesarias:

ox oy —rsenB sen 6
—=rcos0; = = -

06 o6 rcos0 cosf
d 2¢eY - 0
% _ 2% rcos 8+2e¥1n(x) - Trseny
o6 X rcos0

Sustituyendo las funciones x=rsenf, y=In (rcos 9) se tiene

3 2 In(r cos 0) 6
OF _ 28 cosf—2eMn(reos®) 1 (rsend) sen
00 rsen® cos 6

oz 2rcosf senb

— = rcos@—2rcos0 In (rsen @)

00 rsen® cosO
Finalmente,

o) 2 29
o8 _2Tecos ¥ —2rsenf ln (rsene)
o6 sen 0

b) Ahora, expresando z en términos de ry 0 antes de diferenciar:
z= 2rcosf In(rsen®)

rcos(z +1In(rsen®)-(-2rsen®)

:z =(2rcos9)




) )
oz =2r cos —2rsen91n(rsen6)
00 sen 6

Se obtiene el mismo resultado.

Gradiente, derivada direccional, plano tangente
y recta normal

Encontrar el gradiente de la funcién f(x, y)=y—x en el punto P(1, 2).
Posteriormente, trazarlo junto a la curva de nivel que pasa por el punto P.

Resolucion:

Primeramente, se realiza el calculo del gradiente de f:

Vf=fi+f,j

gf: —i+j
Evaluando en el punto P:
Vf|p=i+j

Pararealizar el trazado, se debe tener presente que en todo punto (xo, yo)
en el dominio de f (x, y) , el gradiente de f es normal a la curva de nivel
que pasa por (x,, y,). Esta observacién permite encontrar ecuaciones
para rectas tangentes a las curvas de nivel. Son las rectas normales a los
gradientes. Asi, la recta que pasa por el punto P, (xo, yo), normal a un
vector N=Ai+ Ej tiene la ecuacion:
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A(x_xo)"'B(y_yo) =0
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SiNesel gradiente gf | p,=fx|p,i+fy | »,J» €ntonces

fx|1>O (x_xo) +fy|1>0 (y_yo) =0
Para el ejemplo en cuestion, se tiene:
A=-1, B=1

Por lo que la ecuacion de la recta que representa a la curva de nivel y

que es normal al gradiente es:
~1(x-1)+1(y-2)=0
-x+1+y-2=0
y—-x=1
y=1l+x

La gréfica correspondiente se muestra enseguida:

Ay




Obtener el gradiente de la funcidn:

f(x, y) =xe¥+x*y*—ye*

en el punto (-1, -1).

Resolucion:

El gradiente se calcula a partir de la expresién:
Vf=fei+fyj
Calculando las derivadas parciales:
fe=eY+2xy*—ye”
fy=xe’+2x*y—e*
Se evaluia en (—l, —l):

felamn=e+2(-1) (-1)*= (1)

feln=et—2+et=2e7 -2=2(7"-1)

fy|(—1,—1)=(—l)e'1+ 2(_1)2(_1) ot

filcny=—et-2-et=-2e7 —2=—2(e+1)

Finalmente,

Vf=2(et-1)i-2(e '+1)j
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Obtener el gradiente de la funcién
f(x,y, 2) = -2+ y*+ 2"+ xIn ()

en el punto P (l, 1,1).

Resolucion:

Para el caso de una funcién de tres variables, el cdlculo del gradiente
estd dado por la expresion

Vf=fi+f,j+fk

Se calculan las derivadas parciales:
fr=—4x+Inz
fy=2y

1
fz:2Z+X';

Enseguida se evalian en el punto P:
flp==4(1)+1n(1)= -4
filr=2(1)=2
fli=20)+1-3

Por lo que el gradiente de f en el punto P es:

5fz—4i+2j+3k
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Obtener el gradiente de la funcién

f(x, y)=e*"¥ cosx +sen(x+y)

s
en el punto P G), 2)

Resolucion:
El gradiente de la funcién se calcula con la expresion:
Vf=fi+f,]
Lo que implica la obtencion de las derivadas parciales
fre=e**¥(—senx)+(cosx) e**¥+cos(x+y)
fe=—e""¥ senx+e*V cosx+cos (x+y)

fy=¢"" cosx+cos(x+y)

, s
Se evalua en el punto P(O, ) :
2

fx | p= (—eo+g ) sen(O) + (eo% ) cos (0) +cos Q)+ Z)

LS s

fx|,,=0+e2+0=e2

fy|P= (eMg )cos (0)+cos (0+ Z)
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T

fy|P=e2+0=e

NIA

Finalmente,
T

§f=e5i+e§j

3

x2 y2
Obtener la direccién en que f(x, y) =5 + En :

a) Crece mds rapidamente en P(1, 1).
b) Decrece mas rapidamente en P (l, 1).
¢) :Cudles son las direcciones de cambio nulo de fen P (1, 1)?

Resolucion:

a) La funcidn crece mas rapidamente en la direccién del gradiente
defenP (1, 1), por lo que inicialmente se calcula Vf.

Vf=fii+f,j
- 2 2
Vi=—xi+—vyj
f 3 33/]

2 2
Vil p=—i+—7j
flP 3 3]

Un vector unitario que lleva la direccién de Gf es

2\% [ 2 \? 4 4
3 3 9 9
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2 . 2
— i+ —
_ 3 3 1 (2. 2)
u= = ?l 3]
8 NE
9 3

_ 3 2 - 2, 1 - 1 .
u=——\ Jtt4J|= it =]
22 \3 )T R TR
b) La funcién decrece mas rapidamente en la direccién de —Vf en

P (1, l). Entonces, un vector unitario que lleve esta direccién es:

1, 1
NERNCR

¢) Cualquier direccién u ortogonal al gradiente es una direccidn de

_U=—

cambio nulo de f, es decir:

- Vf=0

e

Por lo que las direcciones buscadas son

2. 2.
ny=—i——
17 3]
_ 2. 2,
My=——i+—j

3 3
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Ejercicios propuestos

OdIN3LNOD

2

Sea la funcién f(x, y) =4/ 1-x*~y

Obtener su dominio y recorrido.

Respuesta:
sz{(x, y)/1z2x+y* 5 x,y eﬂ'\"}

1
Sea la funcién z= - (14-x"-y%)

a) Obtener el dominio de la funcion.
b) Determinar las ecuaciones de las curvas de nivel de la funcién para
z=-1y z=2

Respuesta:
a) Dy= {(x, y)/x,y eﬂ'\"}

b) Para z=-1:x+y*=21 representa una circunferencia

c(0,0), r=4/21 4

Paraz=2: x*+3°=0 representa un punto P(0, 0)

152



Calcular el incremento aproximado del volumen de un cilindro circular
recto, si su altura aumenta de 10cm a 10.5cm y su radio aumenta de
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5cm a 5.3cm. ¢Cudl es el nuevo volumen aproximado?

Respuesta:
Incremento aproximado AV~dV=133.517cm®
El nuevo volumen aproximado V'=918.915cm?

2

Dada la funcién f(r, s)=1n(rs)", calcular

or 9s p(is,l)
e
azf

Respuesta:
or 9s |

La temperatura en cualquier punto en una region del espacio esta dada

por la funcién W(x, y, z)=e ¥

Calcular la variacién de la temperatura en el punto P(2, 2, l) en la
direccion del punto P al origen.

Respuesta: D;W=6¢"’
Dadala funcién f(x, y) = x*~y°, obtener un vector que indique la direccién

en la cual la funcién disminuye m4s rdpidamente en el punto (2, -2).

Obtener también la razén de cambio minima.




Respuesta:
La direccién referida es —5]‘(2, —2)=-12i+12j

=-16.97

La razén de cambio minima

dsmin

Obtener la derivada direccional de la funcién f(x, y, 2) =xyz en el punto
PO(—l, 1, —2), en la direccion de un vector perpendicular a los vectores
a=-i+2j-3k y b=-2i-j+k

Respuesta: Dﬂfzi

543

Determinar la ecuacion cartesiana del plano tangente a la superficie de

ecuacion

xy+y’z-2z°=1
en el punto (1, -2, 1)

Respuesta: 2x+3y—-z+5=0

Calcular la derivada direccional de la funcién f (x, y, 2) = x>+ 2 yxz - y2”
en el punto (l, 1, 2) y en la direccién de la recta cuyas ecuaciones

x—1 B z—3

simétricas son: =y-1
-3

9
Respuesta: D f= 71/ 14
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Obtener la ecuacién del plano tangente y de la recta normal a la

superficie z=x’y+e™ ¥ en el punto en que z(1, 1) =1+e?
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Respuesta:
(2+2e*)x+(1+2e?)y—-z-3e°~2=0  Ecuacién del plano tangente

2
* 12 __Y 12 _Z (l+e) Ecuacidn de la recta normal
2+42¢ 1+2e -1
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