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Introduccion

¢Como se prepara un examen?

Tema 1 Tema 2

Ecuaciones diferenciales Ecuaciones diferenciales
de primer orden lineales lineales de orden

y no lineales superior

Tema 3 Tema 4

Introduccion a las
ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales

Transformada de Laplace
y sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales
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Aplicaciones de ecuaciones diferenciales




Introduccion

El proceso de ser estudiante conlleva varias situaciones muy emocionantes,
algunas de ellas comienzan desde el primer dia cuando llegas al sal6n de clases,
el nerviosismo que se siente al conocer a tus nuevos compafieros y profesores,
conocer el plantel, los contenidos de las asignaturas, de hecho, desde el haberte
sabido aceptado en la Facultad, en fin, cada uno de nosotros podriamos al menos

mencionar una situacién muy particular vivida como estudiante.

Otra situaciéon que esta muy relacionada con ser estudiante es el presentar eva-
luaciones, que en la mayoria de los casos se relacionan con EXAMENES, palabra
que, cominmente, ademas de emocion causa incertidumbre, ansiedad, nervios,
provoca sintomas corporales, como sudor, aceleracion del ritmo cardiaco y de la
respiracion. Es muy normal, sin embargo, en ocasiones, el no poder controlar las

emociones adecuadamente nos lleva a obtener resultados no satisfactorios.

Varias de esas sintomatologias se pueden mitigar o disminuir si estamos cons-
cientes del grado de capacitacion o preparacién que hemos invertido para pre-
sentar el examen, por ello, ponemos a tu disposicion el siguiente material que
podrias utilizar para preparar tus evaluaciones de la asignatura de Ecuaciones
Diferenciales, cuenta con mas de 160 ejercicios resueltos paso a paso, descri-
biendo detalladamente cada uno de ellos, tal como te lo explicaria tu profesor en
el salon de clases, ademas de que al principio de cada uno de ellos te menciona-
mos qué concepto o conceptos estan involucrados en la resolucion del ejercicio,
asi como también los conceptos antecedentes que requeriras saber para enten-
der algunos de los pasos algebraicos u operaciones matematicas que se realizan

para resolverlo.
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También incluye algunos ejemplos de aplicacidn que te serviran para identificar
en dénde podrias encontrarte una ecuacion diferencial como modelo matema-

tico de algun fenémeno fisico.

Te sugerimos que leas desde el principio de la guia, ya que incorporamos unos
breves consejos que te ayudardn a mejorar la forma en la que te preparas para

las evaluaciones de todas tus asignaturas.

Todos los profesores de esta guia deseamos que en verdad te ayude a mejorar
tu desempefio en los exdmenes, ya que estamos seguros de que la capacidad la

tienes, solo debes que prepararte lo suficiente para poder demostrarlo.
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¢cCoOmo se prepara un examen?

Antes que nada, empezaremos por recordar que el preparar un examen no es
algo facil; no existen pastillas, ni métodos magicos para aprobar. Se requiere de
un gran esfuerzo de nuestra parte.

Hay un gran nimero de personas que les cuesta mucho concentrarse y estudiar.
La mayoria de ellos conoce varias técnicas de estudio, sin embargo, pocos las
aplican en su vida de estudiante. Después de tantos afios de estudio, imagino que
debes conocer bastantes técnicas de estudio y ya has probado cudl es la técnica

que se te acomoda mejor.

Puede que varios de estos consejos ya sean conocidos, te parezcan obvios y
sepas de lo que te estamos hablando, pero lo importante es aplicar lo siguiente
en tu vida de estudiante, es decir, no solo te quedes en conocer y leer lo que dice
esta guia sino también aplicalos, ten por seguro que si sigues estos consejos te

ira mejor en tus estudios.

Entrenamiento para el examen

0 Ten motivacion y fuerza de voluntad.

n o« LA

Sabemos que puedes repetirte frases como: “soy el mejor”, “puedo con todo”, “voy a

)

conseguirlo”, “confio en mi”, etc. Por supuesto que esto sirve como una gran motiva-

cidn, sin embargo, esto no es suficiente, “debemos ponernos a trabajar”.
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Quiza sientas como una obligacién estudiar algo que detestas, ya que debemos
aceptar que no todos somos buenos para ciertos temas. Seguramente has pen-
sado cosas como: ;para qué voy a estudiar estas cosas si no me sirven de nada?”.
Nadie dijo que estudiar fuera sencillo, ni divertido todo el tiempo, ni siempre

estimulante y en este caso debes ser lo mas positivo posible.

Si empiezas con mala gana y con el pensamiento de no quererlo estudiar, ;te
digo algo?, esto te va a costar el doble o el triple de trabajo. Piensa que todo lo

que estudies te va a ayudar de una forma o de otra.

Pon en una balanza lo bueno y lo malo y veras que la balanza siempre se incli-

nara hacia lo bueno.

Aqui algunos ejemplos:

a. Si estudias dedicadamente te olvidaras por fin de presentar esta materia
que tanto trabajo te ha costado.

b.  El simple hecho de estudiar y meter informacion en el cerebro hace que se
entrene la memoria. Estudies lo que estudies siempre te va a ayudar a ser
mas inteligente, mas rapido y estar mas “despierto” en cualquier tema, no
solo escolar.

c.  Sirealmente comprendes los temas que estudias te serd mas facil entender
y aprobar las materias de semestres posteriores que se relacionen con la

materia que deseas aprobar.

Organizate con compaferos que tengan el mismo fin, elaboren en conjunto un
calendario de estudios, sigan una estrategia y motivense entre ustedes. Sean posi-

tivos, piensen en todos los beneficios que les traera el estudiar correctamente.

’

3D1AaNI

-
m
>
=
-
m
>
N
-
m
>
w
-
m
=
>
>
>
)
=
0
>
)
o
Z
m
(%]




e Elige bien el lugar donde estudias.

Tener un lugar comodo con buena iluminacidn, sin ruido de fondo, ordenado y

que no haya distracciones mejora notablemente el aprendizaje.

Mantén siempre una mesa limpia y sin muchas cosas sobre ella. Es recomenda-
ble estudies con una luz blanca y fria para que no te moleste el calor de la luz

amarilla.

Trata de encontrar un lugar donde puedas concentrarte y no haya interrupcio-
nes ni ruidos externos que te distraigan. Busca un sitio comodo (pero no tan

cémodo), no vayas a quedarte dormido.

e Descansa y despeja tu mente de vez en cuando.

Los descansos son muy importantes tanto como dormir bien, cada media hora o

quizas cada hora dependiendo de cdmo seas.

Recuerda, un descanso no significa ir a ver la television, ponerse a jugar con el

teléfono o la computadora ni mucho menos estar escribiendo mensajes.

Descansa el cerebro, intenta relajarte en una cama, no te vayas a quedar dor-
mido, solo si el tiempo te lo permite puedes dormir media hora o una hora para

relajarte.
Descansa preferentemente en la oscuridad y sin ningiin estimulo o ruido.
Desconéctate completamente y trata de no pensar en nada, de lo que se trata es

que tu cerebro descanse un poco y que las ideas que ya has aprendido previa-

mente se vayan fijando poco a poco en tu cerebro.
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o Recapacita sobre lo que estudias para asimilar y recordar mejor.

Debes estar enfocado en lo que vas a estudiar, si estas pensando en otra cosa de
nada te va a servir y solo desperdiciaras tiempo. Es necesario que estés relajado
para estudiar, trata de pensar solo en una materia a la vez y no tengas otros pen-
samientos. ;Cudntas veces te ha pasado que estas leyendo algo, pero tu mente
esta viajando en otras cosas y al terminar de leer...? jOoops! No recuerdas nada

de lo que hemos leido.

Estar pensando y concentrado en lo que estas leyendo o estudiando, haciendo un

esquema y poniendo puntos clave ayuda mucho a fijar lo que quieres aprender.
Analizar lo que estudias y preguntarte siempre el porqué de lo que estudias.

Nunca te quedes con lo que dice el profesor, pregunta todas las dudas que tengas
desde la clase o busca asesorias. Pregtintate a ti mismo todo lo que creas que es

posible te pregunten en un examen.

Organiza sesiones de preguntas y respuestas en grupo para repasar lo apren-
dido y resolver dudas. Resuelvan en conjunto todos los examenes pasados a los
que tengas acceso y nuevamente recuerda, si hay algo que no entiendas, acércate

con tu profesor o un asesor para que te resuelva la duda.

Haz un resumen de los conceptos mas importantes para repasar un dia antes del

examen y asi no tengas que cargar con todos los libros.

Mantén una dieta equilibrada, ejercitate constantemente
y no dejes de dormir.

El cuerpo es como una maquina, si no tiene combustible suficiente no puede
funcionar bien. El cerebro realmente necesita una cantidad de energia para fun-

cionar correctamente.
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Lo primero es hidratarte correctamente durante el dia, no malinterpretes con
tomar quince litros de agua al dia y tengas que pararte al bafio cada 10 minutos.
El cerebro necesita estar himedo. Te aconsejamos no tomes café en exceso, pue-
des tomarte una o dos tazas, pero no mas, ya que esto va a hacer que te pongas

mas nervioso y las ideas se mezclen.

Mantén una dieta equilibrada con frutos secos, frutas, verduras y trata de evitar

la “comida chatarra”.

Aunque no lo creas, el tener los nutrientes necesarios ayuda a fijar mejor las

ideas.

No comas demasiado cuando estas estudiando, ya que la sangre se va a concen-
trar en tu estobmago para hacer digestion; come ligero, pero bien, para que la

sangre también llegue al cerebro.

Duerme bien los dias previos al examen y si cuando estés estudiando estas ago-
tado de tanto estudio y el tiempo te lo permite, toma una siesta de media hora
o una hora. Come un poco de chocolate oscuro (solo un poco), ya que la glucosa

ayudara a tu cerebro, pero si comes en exceso te provocara suefio.

El ejercicio también es importante, no lo dejes a un lado, ademas de ayudarte a
estar en forma, ayuda a deshacerte de las toxinas del cuerpo, estar relajado, pen-

sar en otras cosas y relajar tu mente.

Dias previos y antes de entrar al examen:

1.  Duerme lo suficiente en dias previos y una noche antes del examen.

Como ya se coment6 en los consejos anteriores. Tu cuerpo necesita descan-

sar para poder fijar mejor las ideas y tu cerebro funcione de manera correcta.
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No dejes todo para el Gltimo momento.

Si lo haces, no le das tiempo a la memoria para asentar la informacién que
recibe, la memoria necesita reposo y el recuerdo sera mas facil si existe orden.
Pierde los nervios.

Los nervios no sirven para nada, solo estorban, asi que procura relajarte.
No quieras terminarte los libros antes del examen, ni hables mucho con tus
compafieros minutos antes de realizarlo, ya que te parecera que no recuer-
das nada, que te falt6 mucho por estudiar y aumentara tu nerviosismo.
No intentes ponerte a prueba de que recuerdas todos los temas, justo antes
de un examen tu mente esta en tension, ya no puedes reforzar tu memoria,
asi que concéntrate en lo aprendido y confia en el esfuerzo que has hecho

en todas esas semanas. Deja los nervios en el pasillo.

En el examen:

Témate tu tiempo para leer bien las preguntas de principio a fin. A veces,
puede haber mas de una que haga referencia al mismo tema, y tendras que
decidir el enfoque y el contenido para cada una.

Si cuando las has visto todas, alguna no es muy clara, no tengas miedo, pre-
gunta al profesor y con gusto te las aclarara.

Antes de contestar cada pregunta en particular, 1éela varias veces, hasta
que te asegures de su comprension. Busca la palabra clave que te indica qué
hacer: explica, demuestra, define, calcula, encuentra, resuelve, etc.
Después de contestar, lee nuevamente la pregunta y la respuesta que has
escrito. Asegurate que efectivamente responde lo que te preguntan.

No te preocupes desde un principio por el tiempo. Recuerda que un exa-
men esta disefiado para que tengas el tiempo suficiente para responder el
total de las preguntas.

Calcula dejar un tiempo para darle un tltimo repaso al examen cuando ya

esté terminado.
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6. Comienza por las preguntas que mejor conoces del tema y con las de mayor
puntuaciéon. La mejor forma de contestar es haciendo al principio, un
esquema o estrategia que nos guie durante el examen.

7. Cuando por alguna razén ya no hay tiempo para responder alguna pregunta
expresa las ideas basicas, aunque sea de manera superficial. Asi demostra-
ras que efectivamente sabes lo que debes contestar, pero por cuestion de
tiempo no lo hiciste.

8. Procura ser claro y breve. Hacer bien un examen no consiste en escribir

mucho procedimiento, sino contestar con precision a lo que se te pregunta.

Antes de entregar el examen revisa:

1. El contenido. Asegurate de que has contestado todas las preguntas y que
las respuestas estén completas, que no haya errores de contenido y de que
no hayas olvidado escribir algo. Si recuerdas algo méas que ayude a comple-
mentar tu respuesta, es el momento de escribirlo.

2. Laforma: la presentacion (que esté en la medida de lo posible sin borrones,
ni tachaduras), la letra y numeros claros y legibles. Procura dejar un espacio
en blanco al terminar cada respuesta, por si al repasar surgen ideas nuevas.

Corrige las faltas de ortografia y los posibles errores de estilo.

Sigue estos consejos basicos desde el momento que te enteres que debes presen-

tar un examen y ten por seguro que tu desempefio mejorara notablemente.
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Problema1

Obtenga la ecuacién diferencial que tiene como solucién general a la representacion
analitica de todas las parabolas con eje focal paralelo al eje Y, vértice sobre la recta
y = 3x y longitud del lado recto igual a ocho unidades, es decir 4p = 8.

Antecedentes

e Geometria Analitica: Representacion analitica de las parabolas verticales.
Ecuacién de una recta.

e C(Calculo Diferencial: Derivacidn de funciones compuestas empleando
regla de la cadena. Derivacién implicita.

Conceptos basicos para destacar
e Solucidon general de una ecuacién diferencial.

e Obtencion de una ecuacidn diferencial a partir de la familia de soluciones.

Solucion
La representacion analitica de una parabola vertical es

x—h?=4p(y—k) ..(1)

donde p es la distancia del vértice al foco y del vértice a la recta directriz. Para este

ejercicio 4p = 8, por lo que la expresion (1) se escribe de la siguiente forma

(x—h)?=8{—-k) ..(2)
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Como se desea obtener una familia de soluciones (debido a que en el ejercicio se
menciona como Solucién General), se utilizaran constantes esenciales y arbitrarias
para definir la representacion genérica del vértice. Siguiendo la consideraciéon de
que el vértice de las parabolas se encuentra sobre la recta y = 3x, entonces v =
(C,30C) ylaexpresion (2) se puede reescribir como sigue

(x—0)?*=8(@y-30) ..(3)
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Esta es la solucién general de la ecuacidn diferencial que se obtendra. Para ello, se

deriva una vez a la expresion (3) ya que solo hay una constante esencial y arbitraria
2(x = C) = 8yy’
y se despeja la constante C

2x—2C=8yy’ - x—C=4yy
C=x—-4yy' ..(4)
como se observa, la constante estd en funcién de las variables independiente,

dependiente y de su derivada, por lo que al sustituir la expresion (4) en (3) se
obtiene la ecuacidn diferencial

[x = (x — 4yy")]* = 8[y — 3(x — 4yy")]
Simplificando se tiene la ecuacidn diferencial solicitada

16(yy)? = 8y —24x +96yy’ - 2(yy)*—-12yy'—y=-3x

[16(yy")? —96yy’ — 8y = —24x|
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Problema 2

Obtenga la ecuacion diferencial que tiene por solucién general a la familia de rectas

con ordenada al origen b = 8 y de cualquier pendiente.

Antecedentes
e Geometria Analitica: Ecuacion de una recta pendiente y ordenada al origen.
e (Calculo Diferencial: Derivacion.
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Conceptos basicos para destacar
e Solucion general de una ecuacién diferencial.

e Obtencion de una ecuacidn diferencial a partir de la familia de soluciones.

Solucién
La ecuacién de una recta con pendiente y ordenada al origen es

y=mx+b
De donde sustituimos el valor de b = 8 y ala pendiente se le asigna una constante
m=_C
y=Cx+8 ..(1)
Derivando esta expresion
y'=C ..(2)

Sustituyendo (2) en (1) se tiene la ecuacion diferencial solicitada

y=yx+8

Problema 3

Obtenga la ecuacidn diferencial que tiene por solucidn general a la familia de circun-
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ferencias con centro en larecta x =—4 y radio 10 unidades.

Antecedentes
e Geometria Analitica: Ecuacion general de una circunferencia
con centro fuera del origen.

e Calculo Diferencial: Derivacion. Derivacion implicita.




Conceptos basicos para destacar
e Solucion general de una ecuacién diferencial.

e Obtencion de una ecuacidn diferencial a partir de la familia de soluciones.

Solucion

La ecuacion general de una circunferencia con centro fuera del origen
(x—h)?+(@y—-k?=r?

Sustituyendo los valores proporcionados en el problema h = —4,r = 10y
haciendo k = C
x+4)?+(@y-0)?%*=100 ..(1)

Derivando con respecto a x sabiendo que y esta en funciéon de x como y(x)
2c+4)+2(y—-C)y' =0
x+H+G -0y =0

__(x+4)
y-C=-"— @

Sustituyendo ecuacién (2) en (1) y simplificando

2 2
(x+4)2+(—x;,4> =100 - (x+4)2+%=

100

(x+4)?2(y)? + (x + 4)? = 100(y")?

Por lo que, la ecuacidn diferencial en forma implicita es

|(x + 92((¥)? + 1) = 100(y")?|
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Problema 4

Demuestre que

o) = 2> —x7!

es una solucion de la ecuacion diferencial

en el intervalo x # 0.

Antecedentes

e (Calculo Diferencial: Derivacion.

Concepto basico para destacar

e Solucién de una ecuacion diferencial.

Solucién
Obteniendo la segunda derivada de la expresion ¢(x)

1
= 2_ =
p(x) =x .

1
¢'(x) =2x+ s

2
P =2 -

Sustituyendo los valores correspondientes en la ecuacién diferencial y operando
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Al cumplirse la igualdad, se muestra que @(x) = x2 — x~! es solucién de la

ecuacion diferencial.

Problema 5

Verifique si la funcion

—x2, x<0
y =
x?, x>0
es solucion de la ecuacion diferencial
xy'—2y=0

Antecedentes
e (Calculo Diferencial: Derivacion. Funcién definida por partes.

Concepto basico a destacar

e Solucion general de una ecuacidn diferencial.
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Solucién
Derivando a la funcién y que esta definida en intervalos

—2x, x<0

y'=
2x, x=0




Sustituyendo en la ecuacion diferencial y si es solucidn de esta, entonces debera de
satisfacer la igualdad
xy'—2y=0

{x(—Zx) -2(—=x?)=0, x<0

x(2x) —2(x?) =0, x=0

{—Zx2 +2x? =0, x<0

2x%2 —2x% =0, x>0

Ya que se cumple con la igualdad, la funcidn es solucién de la ecuacion diferencial.

Problema 6

Mostrar que la relacién x? + y? = 25 define de manera implicita una solucién de la

ecuacién
dy X

dx

en el intervalo valido para x € (-5, 5).

Antecedentes
e Calculo Diferencial: Regla de la cadena. Dominio de una funcién.

Concepto basico para destacar
e Soluciéon de una ecuacién diferencial.
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Solucion

Despejando a la variable y de la relacién x* + y% = 25

y=%y25—x2
Analizando primero la parte positiva de la raiz

Y, =25 — x? x € [-5,5]

Derivando la expresion anterior

1 -1
yi =5 (25— ¥3)72(-2x)

yi=—(25 - x2)72(x)

X
{=——— «x€(-5,5
N TEee Y

Sustituyendo en la ecuacién diferencial

X X

V25 — x2 - V25 — x2

Por lo tanto, y; es una solucién de la ecuacion diferencial para el intervalo (-5, 5).
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Analogamente, se hace el mismo procedimiento para la parte negativa de la raiz

Y, =—/25—x%2 x€[-5,5]

x
=~ xe(=55)
Y2 V25 — x2
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Al sustituir en la ecuacion diferencial se obtiene

x B x
V25 —x2 /25 —x2

Igualmente, y, es otra solucién de la ecuacién diferencial para el intervalo (=5, 5).
Asi, larelacién x2 + y2 = 25 es una solucién implicita de la ecuacién diferencial en
x € (=5,5).

Problema 7

Dada la ecuacidn diferencial
)2 -2y +4x—4y =0
cuya solucion general es
y=x—-0)7?*+C
Determine:
a) Si existe, la ecuacion de una solucién singular.

b) Construya una grafica de la familia de soluciones.

Antecedentes
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e Geometria Analitica: Representacién analitica de las parabolas verticales.
Ecuacion de una recta.
e Calculo Diferencial: Derivacion.

e (alculo Integral: Derivada parcial.

Conceptos basicos para destacar
e Obtencion de una solucién singular de una ecuacién diferencial.

e (Grafica de una de la familia de soluciones.




Solucién
a) La soluciéon singular puede obtenerse derivando la ecuacién diferencial par-

cialmente con respecto a y'

d
a—y,((y’)2 -2y +4x—4y = 0)

Despejando y’

Sustituyendo este valor en la ecuacion diferencial
(D2-2(1)+4x—4y =0
4x —4y =1

Despejando la variable y

Esta es la solucion singular pedida, la cual es una recta con pendiente iguala 1y

1
ordenada al origen igual a - r

b) Enlasiguiente grafica se representan a la familia de parabolas con vértice sobre
larecta
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=x-(1/4)

Problema 8

Resuelva la ecuacién diferencial

1 1
(ezxsen(ez") + F) dx — (; - yln(y2)> dy=0

Antecedentes
e Calculo Diferencial: Derivacion. Derivada de una funciéon exponencial.

e (élculo Integral: Integracién inmediata. Integraciéon por cambio de variable.
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Conceptos basicos para destacar
e Solucion general de una ecuacidon diferencial.

e Solucién de una ecuacién diferencial de variables separables.

Solucién
Se puede observar que las variables x y y ya se encuentran agrupadas con sus
respectivos diferenciales, por lo que la solucién general de la ecuaciéon diferencial

se obtiene de resolver las integrales correspondientes
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f (ersen(er) + 1 )dx = j (% - yln(y2)> dy

fezxsen(ezx)dx+ f% = fci]—y—f(yln(yz)) dy

No obstante, es necesario realizar algunos cambios de variable para resolver las
integrales

e?*sen(e?*): u=e?* du = 2e**dx

2

yln(y?): w=y dw = 2ydy

Sustituyendo los cambios de variables y resolviendo las integrales inmediatas
1 dx d 1
> f sen(u) du + f f Yy _ j In(w) dw

1 1 1 1
— — et = N _
3 cos(u) 2% In(y) > win(w) + oW +C

Finalmente, se regresa a las variables originales y se obtiene la solucién general

1 1 1 1
_Z 2%y _ 44 = — 2 2y 4 42
2cos(e ) 4x In(y) 2y In(y )+2y +C

_|
m
>
=
_|
m
>
N
-
m
>
w
_|
m
<
>
>
>
)
=
0
>
@)
o
=z
m
wn

Problema 9

Resuelva la ecuacién diferencial

yx—y)dy—(+1)dx=0




Antecedentes
e Algebra: Propiedades de los logaritmos.

e (alculo Integral: Integraciéon inmediata. Integracion por cambio de variable.
Conceptos basicos para destacar

e Solucion general de una ecuacion diferencial.

e Solucion de una ecuacién diferencial de variables separables.

Solucién

La ecuacion diferencial se resuelve con el método de variables separables. Para ello,

se agrupan términos y se realizan las integrales para obtener la solucién general
(yx=y)dy =(y+1)dx

yx—1)dy =y +1)dx
[Go=] )

Para la integral con respecto de y es necesario simplificar dicha expresion; para ello,

se aplica una divisién de polinomios

[(-55)or =] )

Resolviendo las integrales

y—In(y+1)=In(x—-1)+C
y=Inx-1)+In(y+1)+C

Por ultimo, usando propiedades de los logaritmos, la Solucién General implicita
puede escribirse como

ly =In[(x - Dy + D] + C|
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Problema 10

Obtenga la solucién general de la ecuacién diferencial y represéntela de forma
explicita
x4

=2
et x

Antecedentes
e Algebra: Propiedades de los exponentes.
e (Calculo Diferencial: Derivacion. Derivada de una funciéon exponencial.

e Calculo Integral: Integracidn por partes. Propiedades de las integrales.

Conceptos basicos para destacar
e Solucion general de una ecuacion diferencial.

e Solucion de una ecuacién diferencial de variables separables.

Solucién
La ecuacion diferencial se puede resolver con el método de variables separables.
Para ello, se agrupan los términos que dependen de la variable y del lado izquierdo
de la igualdad y los términos que dependen de x del lado derecho

l

2 =2
dx x

dy = 2xe *dx
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fdy = f(er"‘)dx

fdy = Zf(xe"‘)dx

La integral que depende de la variable x se resuelve por partes

y=2(—xe™*—e ™)+ C




Por ultimo, la solucién general explicita es

y = —Ze‘x(1+x)+C|

Problema 11
Resuelva la ecuacion diferencial

1+e3%y' =0
sujetaa y(0) = 1.

Antecedentes
e Calculo Diferencial: Notacion de Lagrange y Leibniz para la derivada.
e (Calculo Integral: Integracién inmediata. Propiedades de las integrales.

Conceptos basicos para destacar
e Solucion general y particular de una ecuacion diferencial.
e Ecuacion diferencial con condiciones iniciales.

e Solucion de una ecuacion diferencial de variables separables.

Soluciéon
Empleando el método de separacion de variables para obtener la Solucién General

de la Ecuacion Diferencial

dy
1 X _Z =0
+e dx
dy
-3x 7 — -1
¢ dx
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dy = —e3*dx

fdy=—fe3xdx

La solucién general explicita es

y=——+C

A continuacion, se obtiene el valor de la constante C a partir de las condiciones
iniciales y(0) = 1

-
m
>
=
-
m
>
N
-
m
>
w
-
m
=
>
>
)
=
0
>
2]
o
Z
m
(%]

Problema 12

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial sujeta a la condicidn inicial dada.

1
ydy = 4x(y* + 1)z dx

sujetaa y(0) =1
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Antecedentes

e Algebra: Radicales.

e (alculo Integral: Integracion con cambio de variable. Integracién inmediata.
Propiedades de las integrales.

Conceptos basicos para destacar

e Solucion general y particular de una ecuacion diferencial.
e Solucion explicita e implicita de una ecuacion diferencial.
e Ecuacion diferencial con condiciones iniciales.

e Solucion de una ecuacién diferencial de variables separables.

Solucién

La ecuacidén diferencial puede resolverse empleando el método de separacion de
variables. Es decir, se pueden agrupan los términos que dependen de la variable y
con su respectivo diferencial y lo mismo con la variable x

d
Y i

2+ 12

f%dy=4fxdx

(y?+1)2

Empleando un cambio de variable para la integral con respecto a la variable y
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w=y2+1

dw = 2ydy

1 dw
EJ 1=4fxdx

(w)?

1 1 x?
— 2] = _—
2<2w) 4 > +C




’

3D1dN]

Regresando a las variables originales para obtener la solucion general
1
2+1)2z2=2x%+C
Aplicando las condiciones iniciales y(0) = 1
1
(12+1)z2=20)+C
c=+2
Sustituyendo el valor de C = v/2 en la solucién general y simplificando
1
2412 =2x2+V2
1
2+ 12 -2x2 =2

Finalmente, la solucién particular queda como

yZ+1-2x2=+2
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Problema 13

Resuelva la ecuacién diferencial
(x?2+ 1)y'tan(y) = x
Antecedentes

e Algebra: Propiedades de las funciones trigonométricas. Propiedades de los

logaritmos. Radicales.
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e (élculo Diferencial: Notacién de Lagrange y Leibniz para la derivada.
e (dlculo Integral: Integraciéon con cambio de variable.

Integracion de funciones trigonométricas. Integracion inmediata.

Conceptos basicos para destacar
e Solucion general de una ecuacion diferencial.
e Solucion explicita e implicita de una ecuacién diferencial.

e Solucion de una ecuacion diferencial de variables separables.

Solucion

Utilizando el método de variables separables para resolver la ecuacién diferencial
d
(x? + 1)%tan(y) =x

dy
dx

tan(y) = 11

X
jtan(y)dy= sz n 1dx

sen(y) , x
fcos (y)dy_fx2+1dx

Realizando un cambio de variable para las dos integrales

u = cos(y) w=x%2+1
du = —sen(y) dy dw = 2xdx
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Sustituyendo los respectivos cambios de variable y resolviendo las integrales

du_lfdw
u 2) w

—In(u) = %ln(w) +C
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Regresando a las variables originales

—In(cos(y)) = %ln(x2 +1)+C

Que es una solucién general implicita, aplicando algunas propiedades de los loga-
ritmos para simplificar esta soluciéon

In(cos(y))™! — In(x? + 1)% =C

In(sec(y)) + In(x? + 1)_% =C

< sec(y) )

In =C

Vxz+1

Al aplicar la funcién exponencial en ambos lados se llega a

sec(y) _

Cc
Ve

sec(y) = Cy/x2+1

Problema 14
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Resuelva la ecuacion diferencial

d

x—)zl =(2+2y?—x3—y%x3)dx
Antecedentes

e Algebra: Factorizacién con factor comun.

e C(Calculo Integral: Integracién inmediata. Propiedades de las integrales.




Conceptos basicos para destacar
e Solucion general de una ecuacién diferencial.
e Solucion explicita e implicita de una ecuacion diferencial.

e Solucion de una ecuacién diferencial de variables separables.

Solucion
Empleando algebra para agrupar términos del lado derecho de la igualdad en la
ecuacion diferencial

dy

e (2 —x3 +2y? — y2x3)x?

=201+ ) - (1 +y?)x?

dx

Ahora, se observa un factor comidn que es (1 + y?), por lo que al factorizar se obtiene
d
= +y)HE—)

De donde se tienen dos factores que dependen exclusivamente de x y un factor que
depende exclusivamente de y, por lo que es posible encontrar su solucion general
con el método de variables separables

d
1l +yy2 = (2 — x3)x%dx
d
1 +yy2 = (2x% — x%dx

dy _ 2 5
f1+y2—2fx dx—fx dx

Por lo tanto, la solucién general explicita de la ecuacién diferencial es

2 1
angtan(y) = §x3 - ng +C
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Problema 15

Resuelva la ecuacién diferencial

dy @ -DEx-2)y+3)
dx  (x—1Dy-2)(x+3)

Antecedentes

e Algebra: Propiedades de los logaritmos.

e (Calculo Integral: Descomposicion en fracciones parciales.
Propiedades de las integrales.

Conceptos basicos para destacar
e Solucion general de una ecuacidn diferencial.
e Solucion implicita y explicita de una ecuacion diferencial.

e Solucion de una ecuacion diferencial de variables separables.

Solucion
La ecuacién diferencial puede resolverse con el método de variables separables,
para ello se agrupan de un lado de la igualdad los términos que dependen exclu-

»_n

sivamente de la variable "y “ y del otro lado los que dependen de la variable "x

dy [ [(y - 1)(y +3)
(x— 1)(x +3)
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_y-2 f
G-Dy+3) 1)(y+3) (x—l)(x+3)

Para resolver las integrales es necesario descomponerlas en fracciones parciales

y—2 A B
G-Dy+3) y-1 y+3




Como las dos integrales resultantes al separar variables son las mismas, solo que
dependen de diferentes variables, se realiza el mismo procedimiento para la inte-

gral con respecto de x y se tienen los mismos valores

x—2 D N E
(x—1Dx+3) x—1 x+3

Las integrales quedan como

_1 5
_ 4 4 4
f y+f fx—ldx+fx+3dx

1 5 1 5
—Zln(y -1) +Zln(y +3) = —Zln(x -1) +Zln(x +3)+C

Esta es la soluciéon general implicita de la ecuacion diferencial. Esta solucion puede
simplificarse al multiplicarse por 4 empleando algunas propiedades de los loga-

ritmos
—In(y—1)+5In(y+3)=—-In(x—1)+5In(x+3)+C

—Iny—1D+In(y+3)°=—-In(x—1) +In(x +3)°+C

In

+3)°] _ [x+3)°
-] n[( —1)]+C

(7 +3)5(x—1) =C(x +3)5(y - 1|
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Problema 16

Resuelva el problema de valor inicial

1
dy 4x(y*+1)2
dx y

paray(0) = 1.

Antecedentes
e Algebra: Radicales.
e Calculo Integral: Integracion por cambio de variable.

Conceptos basicos para destacar

e Solucion general y particular de una ecuacion diferencial.
e Solucion implicita y explicita de una ecuacion diferencial.
e Ecuacion diferencial con condiciones iniciales.

e Solucién de una ecuacién diferencial de variables separables.

Solucion
La ecuacién diferencial puede resolverse con el método de variables separables,
para ello se agrupan de un lado de la igualdad los términos que dependen exclu-

«_.n

sivamente de la variable “y” y del otro lado los que depende de la variable “x”.

Su solucién general puede obtenerse a partir de agrupar los términos x y y con sus

correspondientes diferenciales y de resolver las integrales resultantes

J-ley=f4xdx

07 +1)2
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Para integrar el lado izquierdo de la igualdad, se utiliza un cambio de variable

u=y2+1 du=2ydy




du
— = f4xdx
2uz
1
uz =2x*>+0C

1
r+1)z2=2x2+C

JyE+1=2x2+C

Esta es una solucién general implicita. Evaluando las condiciones iniciales y(0) = 1
para obtener el valor de la constante arbitraria C

J2+1=2(0)2%+C -» C=+2

Al sustituir el valor de C en la solucién general se obtiene la Solucién Particular de
la Ecuacion Diferencial

JyP+1=2x2 442

Problema 17

Resuelva el problema de valor inicial

dy 4y
dx x(y—3) y ()
Antecedentes

e Algebra: Divisién de polinomios.

e (alculo Integral: Integracién inmediata. Propiedades de las integrales.
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Conceptos basicos para destacar

e Solucion general y particular de una ecuacion diferencial.
e Solucién implicita y explicita de una ecuacion diferencial.
e Ecuacion diferencial con condiciones iniciales.

e Solucion de una ecuacion diferencial de variables separables.

Solucién

Utilizar el método de variables separables para resolver la ecuacion diferencial, ya
que se observa que pueden separarse los factores de cada una de las variables con

sus respectivos diferenciales.

dy 4y
dx  x(y—23)

- (6)
[£220 - [4ax

La integral del lado izquierdo se puede simplificar efectuando una division de poli-

dy
d —3[—:4
fy y

y—3In(y) =4In(x) + C

nomios

y =In(x*) + In(y3®) + C

y =In(x*y3) +C
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Esta es la solucion general implicita de la ecuacién diferencial. Evaluando para
y@2)=1
1=In(16)+In(1)+C
1=In(16)+In(1)+C
C=1-1In(16)
Sustituyendo el valor de la constante C en la solucién general para obtener la Solu-
cion Particular

y = In(x*y3®) + 1 —In(16)

y =In(x*y3) —In(16) + 1

43
y=ln< 1)6]>+1

Problema 18

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial

(4y + yx®)dy — 2x + xy*)dx =0

Antecedentes
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e Algebra: Propiedades de los exponentes. Propiedades de los logaritmos.
e (Calculo Diferencial: Propiedades de la funcién exponencial.
e (Calculo Integral: Propiedades de la integral.

Integracion por cambio de variable. Constante de integracion.

Conceptos basicos para destacar
e Solucion general de una ecuacién diferencial.
e Solucién implicita y explicita de una ecuacion diferencial.

e Solucion de una ecuacion diferencial de variables separables.




Solucion
Al factorizar el factor comun en cada uno de los coeficientes de los diferenciales se

observa que la ecuacidn diferencial es de variables separables,
y(4+x¥)dy —x(2+y*)dx =0

se agrupan los términos x y y con sus correspondientes diferenciales

| 7550ty = | e
2+y2y_ 4+x2x

Para las integrales se emplea un cambio de variable
wl =2+ y? w2 =2 +x?

dwl = 2ydy dw2 = 2xdx

1[ 2y d _1J‘ 2x d
2) 2+92 Y T2 4 2™

De donde se obtiene la solucion general en forma implicita

1 1
Eln(Z + yZ) —Ell’l(‘l' + xz) =C

Multiplicando toda la solucién general por 2 y aplicando las propiedades de las fun-

ciones logaritmo y exponencial

Y E i
n 44 x2)
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2+y?

4+x2=2C

2+y2=(14+x22C

La constante C es arbitraria, por lo que haremos la siguiente sustitucion 2C = K

2+y%2=(4+x>K|

Problema 19

Resuelva la ecuacién diferencial

dx (y+1\°
yln(x)a—( p )

Antecedentes
o Algebra: Propiedades de los logaritmos.
e (dlculo Integral: Propiedades de la integral. Integracidn por partes.

Conceptos basicos para destacar
e Solucion general de una ecuacion diferencial.

e Solucién implicita y explicita de una ecuacion diferencial.
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e Solucion de una ecuacién diferencial de variables separables.

Solucién
Separando variables e integrando

flen(x) dx = f(y-;—l)zdy




En laintegral con respecto ala variable x es necesario aplicar integracion por partes

Judv=uv—fvdu

Donde

j21 ax =1 ngld _¥ 1] 24
x“In (x) x—3n(x) 3xx—gn(x) 3 x“dx

3 3
flen (x)dx = x?ln(x) - % +C

Resolviendo la integral con respecto a la variable y
(y + 1)? Jy2+2y+1 f( 1
L dy=|———dy= +2+ —) d
f y Y y Y Y y Y

+1)? 2
f%dy=%+2y+ln(y)+€

La solucién general em forma implicita es

3 3 2

x x?_y*
3 In(x) 7 =3 +2y+In(y)+C
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Problema 20

Resuelva el problema de valor inicial

dx tan(x) + %tan(x)
dt 2t + t2sec(x) '

Vs
X(l) = Z

Antecedentes
e Algebra: Factorizacién con factor comin. Identidades trigonométricas.

e (dlculo Integral: Propiedades de la integral. Integracién inmediata.

Conceptos basicos para destacar

e Solucion general y particular de una ecuacion diferencial.

e Solucion implicita y explicita de una ecuacién diferencial.

e Ecuacion diferencial con condiciones iniciales.

e Solucion de una ecuacion diferencial de variables separables.

Solucion

La ecuacidn diferencial se resuelve con el método de variables separables. Para ello,
se agrupan términos y se realizan las integrales

(2t? + t%sec(x))dx = <tan(x) + %tan(x)) dt
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Factorizando y utilizando identidades trigonométricas

t2(2 + sec(x))dx = (1 + %) tan(x)dt

dt

1
2+ T+¢
( sec(x)) Dy — ;

tan(x) t2

<Zcot(x) + %) dx = (t72 +t73)dt




1
cos(x)  cos(x)
sen(x) sen(x)

cos(x)

2[%dx+fﬁdx=ft'zdt+ft'3dt

Al resolver las integrales se obtiene la solucion general en forma implicita de la

dx = (t72 + t73)dt

ecuacién diferencial

2In(sen(x)) + In (csc(x) — cot(x)) = -t~ — %t‘z +C

Sustituyendo las condiciones iniciales para obtener el valor de la constante C

P 1 cos (%) L l
2ln (sen (Z)) +1n o (%) — o (%) =-1 > +C
- 21n<\/7§>+1n(\/7§—1>=—%+6

C=21n<\/7i>+ln<\/7§—l>+%

Por lo tanto, la solucién particular es

2In(sen(x)) + In(csc(x) — cot(x)) +t~1 + %t‘z =2In <\/77> +In (\/75— 1) +%
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Problema 21

Resuelva la ecuacidn diferencial
(2x% + y*)dx — (xy)dy = 0
sujeta a la condicién inicial y(1) = 2.

Antecedentes

e Algebra: Propiedades de los exponentes. Factorizacién con factor comun.
Propiedades de los logaritmos.

e (Calculo Diferencial: Derivacion implicita. Derivada de un producto.

e Calculo Integral: Integrales de funciones polinomiales.

Conceptos basicos para destacar

e Ecuaciones diferenciales de coeficientes homogéneos.

e Solucion implicita y explicita de una ecuacién diferencial.
o Solucion general y particular de una ecuacion diferencial.
e Problema de valor inicial.

Solucién

La ecuacidn diferencial no es de variables separables ya que no es posible facto-
rizarla para tener términos que dependan exclusivamente de cada variable. Como
siguiente opcion, se analizara el grado de cada término y si es el mismo en cada uno,
entonces la ecuacion sera de coeficientes homogéneos.
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Para analizar el grado de los términos se hacen las sustituciones x = Axy y = 1y
(2(Ax)% + (y)H)dx — [(Ax)(AY)]dy = 0
(22%x% + 22y?)dx — (A2xy)dy = 0
22[(2x* + y?)dx — (xy)dy] = 0

Donde en cada término se tiene A2 que es de grado 2.




Dado que los términos tienen el mismo grado, entonces la ecuacion diferencial se
resolvera con ayuda de un cambio de variable, el cual permitira convertir a la ecua-
cién en una de variables separables. Para comenzar, es posible utilizar cualquiera

de los siguientes cambios de variables con sus respectivos diferenciales
y=ux, dy = udx +xdu 6 x = vy, dx =vdy +ydv

En este ejercicio se emplearan los cambios de variable correspondientes a la va-

riable x, por lo que la ecuacion diferencial se reescribe como

[2(vy)? + y?1(vdy +ydv) - [(vy)yldy =0
Realizando operaciones y simplificando

2v?y? +y*)(vdy +ydv) — (vy*)dy =0
- 2v3y%dy + 2v?y3dv + vy?dy + y3dv — vy?dy =0

2v3y%dy + Qv?y3 +y¥)dv =0

Ahora, esta nueva ecuaciéon se puede resolver como una ecuacion diferencial de

variables separables. Por lo tanto, se agrupan las variables v y y

2v3y2dy = —(2v? + 1)y3dv

2y? Qv +1)
—de = Tdv

d d
-2 —y=2f—v+jv‘3dv
y v

-2

—2In(y) = Zln(v)—vT+C
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Regresando a las variables originales

x\ 1y?
—2In(y) = 21“(;)_§F+C

Aplicando propiedades de los logaritmos

1y?
—2In(y) = 2(n(x) — In(y)) — 532 +C

1y?
—2In(y) = 2In(x) = 2In(y) =5 7 +C

1 2
21In(x) =Ei:—2+C

Esta es la solucién general en forma implicita. Ahora, aplicando la condicién inicial

y(1) = 2 (cuando la variable x vale 1, y toma el valor de 2) para encontrar el valor de C

2
21n(1)=%%+€ > (@0)=2+C

C=-2

Por ultimo, la solucién particular de la ecuaciéon diferencial es

1 2
21In(x) =§z—2—2
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Problema 22

Resuelva la ecuacién diferencial

(xy +y2+x3)dx —x%dy =0




Antecedentes
e Calculo Diferencial: Derivada de un producto.

e (alculo Integral: Integracion inmediata.

Conceptos basicos para destacar
e Ecuaciones diferenciales de coeficientes homogéneos.
e Solucion implicita y explicita de una ecuacién diferencial.

e Solucion general de una ecuacién diferencial.

Solucién

Examinando la ecuacién diferencial se puede notar que no es de variables sepa-
rables ya que no es posible su factorizacion en términos que dependan exclusi-
vamente de cada variable. Por lo tanto, se analizara el grado de sus términos y en

caso de que tengan el mismo grado entonces sera de coeficientes homogéneos.

Para examinar el grado de los términos se realizan las siguientes sustituciones
x=Axy y= Ay

[(A)(Ay) + (Ay)? + (Ax)?]dx — (Ax)*dy = 0
(A2xy + 22y2 + 22x¥)dx — 12x%dy =0
A[(xy +y2+ x¥)dx — x?dy] =0
Ya que en todos los términos se obtiene A% es de grado 2, entonces la ecuacién
diferencial puede resolverse con el método de coeficientes homogéneos, por lo cual
se propone el cambio de variable
y = ux, dy = udx + xdu

Sustituyendo en la ecuacion diferencial

(c2u + x%u? + x?)dx — x?(udx + xdu) = 0
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Agrupando términos y simplificando
x%udx + x*u?dx + x%dx — x*udx —x3du=0 - x*uldx+x?dx—x3du=0

x?uldx + x?dx =x3du - x*(u?+ 1)dx = x3du

iy L fld f LI
— = - - =
x3x u2+1u xx u2+1u

Integrando
In(x) = angtan(u) + C

Regresando a las variables originales y asi obtener la solucién general en forma
implicita

In(x) = angtan (i—/) +C

Problema 23

Resuelva la ecuacién diferencial
(4x% — y?)dx — 2xydy = 0

Antecedentes
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e Algebra: Propiedades de los logaritmos. Propiedades de los exponentes.

e Calculo Diferencial: Derivada de un producto.

e (alculo Integral: Integracién inmediata. Integraciéon por cambio de variable.
Constante de integracion.

Conceptos basicos para destacar
e Ecuaciones diferenciales de coeficientes homogéneos.
e Solucion implicita y explicita de una ecuacion diferencial.

e Solucion general de una ecuacién diferencial.




Solucién
La ecuacion diferencial no puede resolverse con el método de variables separables,
ya que no es posible su factorizacidn en términos que dependan exclusivamente de
cada variable. Se analiza el grado de cada término de la ecuacién diferencial
empleando las sustitucionesx = Ax y y = 4y
[4(Ax)? — (Ay)?]dx — 2(Ax)(Ay)dy = 0
(422x? — 22y®)dx — 2(A*xy)dy = 0
A2[(4x? — yH)dx — 2xydy] = 0
Como se obtiene A2, todos los términos de la ecuacién diferencial es de grado 2. Por
lo tanto, la ecuacién puede resolverse empleando el método de coeficientes homo-
géneos. Haciendo los siguientes cambios de variable
Y = ux, dy = udx + xdu
y sustituyéndolos en la ecuacion diferencial proporcionada en el problema
(4x? — u?x?)dx — Qux?)(udx + xdu) = 0
Simplificando
4x2dx — x*u?dx — 2x3udu — 2x*u?dx = 0
- 4x%dx — 3x*udx — 2x3udu =0

x2dx(4 — 3u?) = 2x3udx

Por lo tanto, las integrales a resolver son

1fdx J udu
2 4 — 3u?
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Para la integral con respecto a la variable u se usa un cambio de variable

r=4-—3u? dr=—6udu

1 1 (dr
=g+

1 1
Eln(x) = —gln(4 —-3u®)+C

Regresando a las variables originales para obtener la soluciéon general en forma
implicita

1 1 Yy 2

Eln(x) = —gln (4 -3 (;) ) +C
Finalmente, aplicando algebra elemental junto con algunas propiedades de los loga-
ritmos y de los exponentes, es posible simplificar la solucion general de la ecuacion
diferencial

6 Em(x) = %m (4 -3 (y)2 + c)]

X

31n(x) =—1n(4—3(y)2+C>

X

In [(x3) (4 - 33:—2)] =C

In(4x3 — 3xy?) =C
In(4x3 —3xy?) =C

eln(4x3-3xy%) — ,C

|4x3 —3xy? = C|
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Problema 24

Obtenga la solucién particular de la ecuacién diferencial
(x? +y?)dx — xydy =0
sujeta a la condicion inicial y(1) = 0.

Antecedentes
e (Calculo Diferencial: Derivada de un producto.
e (Calculo Integral: Integracién inmediata.

Conceptos basicos para destacar

e Ecuaciones diferenciales de coeficientes homogéneos.

e Solucién implicita y explicita de una ecuacion diferencial.
e Solucion general y particular de una ecuacion diferencial.

e Problema de valor inicial.

Solucién

Esta ecuacion diferencial se resuelve mediante coeficientes homogéneos, ya que no
es posible separar sus variables en términos que dependan exclusivamente de sus
variables x y y. Para corroborar lo mencionado se obtiene el grado de los términos
involucrados en la ecuacion diferencial realizando las sustituciones x = Axyy = Ay
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2@A0? + )?*)dx — [(Ax)(Ay)]dy = 0
(22%x% 4+ 2%2y?)dx — (A*xy)dy = 0
A2[(2x% + y*)dx — (xy)dy] = 0
Donde en cada término se tiene 1% que es de grado 2. Ya que los términos tienen el
mismo grado, entonces la ecuacidn diferencial se resolvera con ayuda de los cam-

bios de variable

y=vx, dy=vdx+xdv




La ecuacion diferencial queda como
(x% + v2x?)dx = vx?(vdx + xdv)
Simplificando para obtener una ecuacidn diferencial de variables separables

(1 +v))dx =v(vdx + xdv) - (1+v?—v?)dx = vxdv
dx
f—zfvdv
x

vZ
ll’l(X)=7+C

Al integrar se obtiene

Regresando a las variables originales se llega a la solucién general en forma implicita

1y?
In (X) =§x—2+C

Evaluando las condiciones iniciales x = 0yy =0

1
Inl))==———+C -> (C=0

La solucidn particular de la ecuacién diferencial es

2
y
In (x) = ﬁ
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Problema 25

Obtenga la solucién general de la ecuacion diferencial

(x+ yz—xy)dy—ydx=0

Antecedentes
e Algebra: Radicales.
e Calculo Diferencial: Derivada de un producto.

e (Calculo Integral: Integracion inmediata.

Conceptos basicos para destacar
e Ecuaciones diferenciales de coeficientes homogéneos.
e Solucion implicita y explicita de una ecuacion diferencial.

e Solucion general de una ecuacién diferencial.

Solucién

La ecuacion diferencial no es de variables separables porque no es posible facto-
rizarla para tener términos que dependan exclusivamente de cada variable. Como
siguiente opcién para resolver esta ecuacion se analizara el grado de cada término

y si es el mismo, entonces se usara el método de coeficientes homogéneos.

Para analizar el grado de los términos, se realizan las sustituciones x = Ax yy = 1y

(22 + )2 = @O @) ) dy — Aydx = 0
(2x +V22yZ = 22xy) dy — Aydx = 0
(2x + VG2 =x)) dy - Aydx = 0
(22 + V2257 = xy)) dy — Aydx = 0

A[(x+ yz—xy)dy—ydx]=0
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De donde se obtiene 4 de grado 1, entonces la ecuacion diferencial se resolvera con
ayuda de un cambio de variable que permitira convertir a la ecuacién diferencial en
una de variables separables.
x=vyydx =vdy+ydu
Sustituyendo
(vy +y? = (vy)'y) dy —y(vdy + ydv) = 0
yV1 —vdy = y?dv
Separando variables e integrando ambos lados de la igualdad

ydy dv

f%=[(1—v)_%dv

In(y) =2v1—-v+C

Regresando a las variables originales

’ x
In(y) =2 1—;+C

que es la solucion general en forma implicita de la ecuacion diferencial.
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Problema 26

Encuentre la solucién general de la siguiente ecuaciéon diferencial
2ydx + (2x —5y)dy =0
por el método de coeficientes homogéneos.

Antecedentes

e Algebra: Propiedades de los logaritmos.

e Calculo Diferencial: Derivada de un producto.

e (élculo Integral: Integracidn por cambio de variable.
Constante de integracion.

Conceptos basicos para destacar
e Ecuaciones diferenciales de coeficientes homogéneos.
e Solucion implicita y explicita de una ecuacién diferencial.

e Solucion general de una ecuacién diferencial.
Solucién
Para resolver esta ecuacion diferencial por el método de coeficientes homogéneos

primero se emplean los siguientes cambios de variable

y=ux, dy=udx+ xdu
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Sustituyendo en la ecuacion diferencial y realizando las operaciones necesarias
para simplificarla

2uxdx + 2x(udx + xdu) — Sux(udx + xdu) = 0
4uxdx + 2x%du — 5Su?xdx — Sux?du =0
(4ux — 5u’x)dx + (2x* — 5ux?)du = 0

(4u — 5u?)xdx + (2 — 5u)x?du =0
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(2 — 5u)

X
22 G = sun

du=20

f dr+ [ =22 gy =0
) Gu -5y ™~

Para la segunda integral se emplea un cambio de variable

z=4u—-5u? dz=(4-10w)du=2(2 - 5u)du

1 111
j—dx+—j—dz=(,‘
X 2) z

In(x) + %ln(z) =C

Integrando

Empleando algunas propiedades de los logaritmos para simplificar esta solucién
2In(x) +In(z) =C
In(x)? + In(4u — 5u?) = C

Regresando a las variables originales y simplificando

e +1n(4(0)-5(2) ) =c

X
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In(4xy — 5y2) =C

Por ultimo, la solucién general implicita de la ecuacion diferencial es

4xy — 5y =C
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Problema 27

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial

x%= 2xe* —y + 6x?

sujeta a la condicién y|,—, = 2.

Antecedentes

e (Calculo Diferencial: Derivacién parcial.

e (alculo Integral: Propiedades de la integral. Integracién inmediata.
Integracion por partes. Integracién parcial.

Conceptos basicos para destacar

e Solucion general y particular de una ecuacion diferencial.
e Solucién explicita e implicita de una ecuacion diferencial.
e Problema de valor inicial.

e Ecuacion diferencial exacta.

Solucién

La ecuacion diferencial no es de variables separables, ya que no es posible escribirla
en términos de factores que dependan exclusivamente de cada variable y tampoco
es de coeficientes homogéneos, ya que cuenta con un el término e* el cual no se le

puede asignar un grado. Por lo anterior, se analiza si la ecuacidon diferencial es
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exacta y para ello se empleara la siguiente forma
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0
Reescribiendo la ecuacidn diferencial

(2xe* —y + 6x?)dx — xdy = 0
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de donde se identifican
M(x,y) = 2xe* —y + 6x?

N(x!y) =X

Verificando el criterio de exactitud

oM (x,y) ON(x,y)
— 1 — —
dy dx

Dado que la ecuacion diferencial es exacta, entonces existe una funciéon F(x,y) = C,
donde C es una constante arbitraria, cuyo diferencial estd dado por

_0F(x,y) JdF (x,y)
dF(x,y) = Ep dx + 3y dy
De donde
OF (x,
% =M(x,y) = 2xe* —y +6x> ..(1)
0F (x,y) _ _
2 = NG y) = —x ~@

De la ecuacién (2) se propone
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0F(x,y) = N(x,y)dy - H&w=fN@JﬁW+¢@)
F(x,y) =f—xdy +ox) ..(3)

Donde F(x, y) se determina integrando parcialmente a N(x,y) con respecto de y y
¢(x) es una funcién arbitraria. Efectuando la integral de la expresion (3)

F(x,y) = —xy+o(x) ..(4)
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Ahora, se deriva parcialmente a la ecuacién (4) con respecto a la variable x

a
a(—xy +o()=-y+¢'(x) ..(5

Se observa que (5) equivale a (1), por lo que se igualan estas dos expresiones y asi
obtener el valor de ¢'(x)

-y + @' (x) = 2xe* — y + 6x?
@' (x) = 2xe* + 6x2

Integrando ¢'(x) se obtiene el valor de la funcién ¢ (x)

px) = f(erx+6x2) dx - oK) =f2xe’cdx+f6x2 dx

Sin embargo, es necesario aplicar integracién por partes para la primera integral

fudv=uv—fvdu

u=2x du = 2dx

dv = e*dx v=e
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Realizando las integrales inmediatas resultantes
px)=2 (xex - f exdx> + f 6x% dx
o(x) = 2xe* — 2e* + +2x3
Sustituyendo ¢ (x) en (4)

F(x,y) = —xy + 2xe* — 2e* + +2x3
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Recordando que F(x,y) = C es la solucion que se busca
—xy + 2xe* —2e*+2x3 =C

que es la solucién general en forma implicita de la ecuacién diferencial. Ahora, lo

que resta es evaluar a la solucién general con la condicidn inicial y(0) = 2
—(0)(2) +2(0)e® —2e°+2(0)*=C - C=-2

Asi, la solucidn particular es

—xy + 2xe* — 2e* + 2x3 = -2

Problema 28

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial
(sen(y) + ysen(x))dx + (xcos(y) — cos (x))dy =0
Antecedentes

e (dlculo Integral: Integracién inmediata. Integracién parcial.
Constante de integracion. Derivada parcial.
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Conceptos basicos para destacar

e Solucion general de una ecuacion diferencial.

e Solucién explicita e implicita de una ecuacion diferencial.
e Ecuacion diferencial exacta.

Solucién
La ecuacion diferencial no es de variables separables ya que no es posible escribirla
en términos de factores que dependan exclusivamente de cada variable y tampoco

es de coeficientes homogéneos, ya que cuenta con funciones trigonométricas a las




cuales no se les puede asignar un grado. Por lo anterior, se analiza si la ecuacién
diferencial es exacta y para ello se hara uso de la siguiente forma

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0
Donde M(x,y) y N (x,y)son
M(x,y) = sen(y) + ysen(x)
N(x,y) = xcos(y) — cos(x)

Empleando el criterio de exactitud

IM(x,y) _ON(x,y)
T = cos(y) + sen(x) = “ax

Al ser una ecuacion diferencial exacta, entonces existe una funciéon F(x,y) = C,

donde C es una constante arbitraria, cuyo diferencial esta dado por

OF (x, OF (x,
dF(x,y) = (xy)dx+ (xy)dy

dx dy
De donde
OF(x,y) _
OF(x,y) _
T = N(x, y) (2)

De la ecuacion (2) se propone

OF(x,y) = N(oy)dy - Floy) = f NG, y)dy + o)

F(x,y) = J(xcos(y) —cos(x))dy +p(x) ..(3)
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Donde F(x, y) se determina integrando parcialmente a N(x, y) con respecto de y y
¢(x) es una funcién arbitraria. Efectuando la integral de la expresion (3)

F(x,y) = xsen(y) — ycos(x) + h(x) ...(4)

Ahora se deriva parcialmente ala ecuacion (4) con respecto ala variable x obtenién-
dose la expresion (1), esto es

0
a(xsen(y) — ycos(x) + (p(x)) = sen(y) + ysen(x) + ¢'(x) ...(5)

Como (5) equivale a (1), por lo que se igualan estas dos expresiones y asi obtener
el valor de ¢'(x)

sen(y) + ysen(x) + ¢'(x) = sen(y) + ysen(x)
Por igualdad de términos se tiene que ¢'(x) = 0y, por lo tanto,
p(x)=C
Sustituyendo el valor de ¢ (x)en la expresion (4)
F(x,y) = xsen(y) — ycos(x) + C

La solucién general en forma implicita de la ecuacidn diferencial es

|xsen(y) — y cos(x) = C|

Problema 29

Resuelva la ecuacién diferencial
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e*+y)dx+R2+x+yeY)dy =0

Dada la condicién inicial y(0) = 1.




Antecedentes
e (élculo Integral: Integracién inmediata. Integracién parcial.

Constante de integracion. Integracion por partes. Derivada parcial.

Conceptos basicos para destacar

e Solucion general y particular de una ecuacién diferencial.
e Solucion explicita e implicita de una ecuacidén diferencial.
e Ecuacion diferencial con condiciones iniciales.

e Ecuacion diferencial exacta.

Solucién

La ecuacion diferencial no es de variables separables, ya que no es posible escribirla
en términos de factores que dependan exclusivamente de cada variable. Ademas,
como la ecuacién cuenta con términos del tipo exponencial no es posible resolverla
con el método de coeficientes homogéneos. Se analiza si la ecuacion diferencial es

exacta y para ello se empleard la siguiente forma
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

Se identifican términos
M(x,y) =e*+y

N(x,y) =2+ x+ye”

Usando el criterio de exactitud

oM (x,y) IN(x,y)
=0
dy 0x

Ya que se cumple el criterio de exactitud entonces la ecuacion diferencial es exacta.
Por lo tanto, existe una funciéon F(x,y) = C, donde C es una constante arbitraria,
cuyo diferencial esta dado por

_ dF(x,y) dx + JdF (x,y)

dF(x,y) Ep 3y dy
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De donde
oF(x,y)
“ox M@x,y) ..(1)
0F(x,y) _
by NC,y) ..(2)

De la ecuacidén (1) se propone

OF(x,y) = M(x,y)0x - F@w=fM@wa+mw

F@J)=f@x+ﬁdx+¢W)n(@

Integrando parcialmente a M(x, y), se obtiene la expresion (3), siendo ¢(y) una

funcidn arbitraria de variable y

Fx,y)=e*+xy+o(ly) ..(4)

Ahora, se deriva parcialmente a la expresion (4) con respecto de y para obtener el
término N(x,y) de la expresion (2)

aa—y(e" +xy+g)=x+¢'®) ..(5)
Por la igualdad de los términos (2) y (5)
Nx,y)=24+x+ye? =x+¢'(y)
De esta igualdad se obtiene el valor de ¢'(y)

@'(y) =2+ye”
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Posteriormente, se integra esta expresion para obtener el valor de ¢(y)
o(y) = f(Z +ye”)dy
() =2y +ye” —e¥
Sustituyendo el valor de ¢(y) en (4) y recordando que F(x,y) = C
e*+xy+2y+ye¥—e’=C

que es la solucion general en forma implicita de la ecuacién diferencial. Aplicando
las condiciones iniciales y(0) = 1 para obtener el valor de la constante C

1+424+e—e=0 - C=3

Al sustituir el valor de C en la solucién general se obtiene la soluciéon particular

|ex+xy+2y+yey—ey=3

Problema 30

Demuestre que la ecuacién diferencial
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(Bx?2—y)dx— By —x)dy =0
es exacta y que tiene por solucién general a la relaciéon
x}—xy+y3=¢C
Antecedentes

e (Calculo Integral: Propiedades de la integral. Integracién inmediata.
Integracion parcial. Derivada parcial.




Conceptos basicos para destacar
e Solucion general de una ecuacién diferencial.
e Solucidn explicita e implicita de una ecuacion diferencial.

e Ecuacion diferencial exacta.

Solucion
Como el problema requiere que se demuestre que la ecuacién diferencial es exacta,
entonces se analiza el criterio de exactitud que es

OM(x,y) ON(x,y)
dy  ox

Donde M(x,y) y N(x,y) son los términos de la ecuacion auxiliar
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

para este ejemplo son
M(x,y) =3x*—y

N(x,y) =3y?—x
Aplicando el criterio de exactitud

oM (x,y) ON(x,y)
=
dy d0x

Como el criterio de exactitud se cumple, entonces se demuestra que la ecuacion dife-
rencial es exacta. Para verificar que

x3—xy+y3=C

es solucion de la ecuaciéon diferencial es necesario resolverla y ver si se llega al
mismo resultado. Usando a la funciéon F (x,y) = C, con C como constante arbitraria,

cuyo diferencial esta dado por
_0F(x,y)

JdF (x,y)
dF(x,y) = I dx + 3y dy
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De donde
0F(x,y)
T = M(X,y) (1)
0F(x,y)
- N(x,y) ..(2)

De la ecuacion (1) se propone
OF(x,y) =M(x,y)ox - F(x,y)= JM(x,y) dx + @)

F(x,y) = f Bx2—y)dx +9() ..(3)

Donde h(y) es una funcién de variable y. Resolviendo la integral parcial de la expre-
sion (3)
Fo,y) =x—yx+ o) ..(4)

Ahora se deriva parcialmente a la expresion (4) con respecto de y

0F(x,y) _

3y —x+¢'(y) ..(5

Como (5) equivale a (2), entonces se igualan estas dos expresiones para obtener el
valor de h'(y)
—x+¢'(y) =3y" —x
¢'(y) = 3y?
Al integrar ¢'(y) se obtiene el valor de ¢(y)

o) = f 3y*dy

o) =y?

’

3D1AaNI

_|
m
>
=
_|
m
>
N
-
m
>
w
_|
m
<
>
>
>
)
=
0
>
@)
o
=z
m
wn




’

3D1AaNI

Sustituyendo el valor de ¢(y) en la expresion (4)

F(x,y)=x3—yx+y3
ComoF(x,y)=C

|x3—xy+y3=C

Por lo tanto, se corrobora que x® — xy + y3 = C es la solucién general en forma
implicita de ecuacion diferencial.

Problema 31

Encuentre la solucién general de la ecuacion diferencial
3x(xy — 2)dx = —(x3 + 2y)dy

Antecedentes
e (alculo Integral: Propiedades de la integral. Integracién inmediata.

Integracion parcial. Derivada parcial.

Conceptos basicos para destacar
e Solucion general de una ecuacién diferencial.

e Solucion explicita e implicita de una ecuacién diferencial.
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e Ecuacion diferencial exacta.

Solucién

La ecuacion diferencial no puede ser separada en variables y como cuenta con un
término “—2" que es de grado cero, tampoco puede resolverse por el método de
coeficientes homogéneos. Se analiza si la ecuacion diferencial es exacta empleando

el criterio de exactitud
OM(x,y) ON(x,y)
dy  ox




Para ello se requiere que la ecuacidn tenga la siguiente forma
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0
Reescribiendo la ecuacion diferencial original e identificando los términos M (x, y)
y N(x,y)
(Bx%y — 6x)dx + (x> + 2y)dy =0
M(x,y) = 3x%y — 6x
N(x,y) = x3+2y

Analizando el criterio de exactitud

oM(x,y) 352 = ON(x,y)
_ L = Xt = —
dy d0x

Como la ecuacion diferencial es exacta, entonces existe una funcion F(x,y) = C,

donde C es una constante arbitraria, cuyo diferencial esta dado por

J0F (x, oF (x,
dF(x,y) = ((;; 2 dx + ((;; 2 dy
De donde
0F(x,y)
—0x = MQ,y) ..(1)
0F (x,y)
3y N(x,y) ..(2)

De la ecuacion (2) se propone

OF(x,y) = NGoy)dy - Floy) = f NG, y)dy + o)

F(x,y) = f(x3 +2y)dy+ o(x) ...(3)
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Donde ¢ (x) representa una funcion de variable x y la integral es parcial

Fooy) =x*y +y* + () ..(4)
Derivando parcialmente a la expresion (4) con respecto de x

OF (x, 0
((33; 2 - =Py +y?+9®)) =3 +9'(x)  ..(5)

Como se observa, la expresion (5) equivale a (1), es decir
3x%y + @' (x) = 3x%y — 6x
Por igualdad de términos, se tiene que el valor de ¢’ (x) es
@' (x) =—6x
Al integrar ¢'(x) se obtiene ¢ (x)
o(x) = —3x2

Sustituyendo el valor de ¢(x) en (4) y como F(x,y) = C

|x3y+y2—3x2=C|
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que es la solucion general en forma implicita de la ecuacion diferencial.

Problema 32

Resuelva la ecuacién diferencial

(cos(z) + zcos(x))dx + (sen(x) — xsen(z))dz =0




Antecedentes
e (élculo Integral: Propiedades de la integral. Integracién inmediata.

Integracion parcial. Derivada parcial.

Conceptos basicos para destacar

e Solucion general de una ecuacion diferencial.

e Solucion explicita e implicita de una ecuacién diferencial.
e Ecuacion diferencial exacta.

Solucién

Se puede observar que la solucion de la ecuacién diferencial no puede obtenerse
por el método de variables separables y como se tienen funciones trigonométricas,
tampoco se puede resolver con el método de coeficientes homogéneos. Se analiza si
la ecuacién diferencial es exacta

M(x,z)dx + N(x,z)dz =0
Identificando los términos M (x, z) y N(x, z)

M(x,z) = cos(z) + zcos(x)

N(x,z) = sen(x) — xsen(z)
Analizando el criterio de exactitud

M = —sen(z) + cos(x) = M
0z ox

Al ser una ecuacion diferencial exacta entonces existe una funcién F(x,z) = C,

donde C es una constante arbitraria, cuyo diferencial esta dado por

OF (x, JdF (x,
(xz)dx+ (xz)dz

dF(x,z) = Ep Ep
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Donde
dF (x,
g—);Z) =M(x,z) ..(1)
OF (x,
((;; 2) =N(x,z) ..(2)

De la ecuacién (1) se propone
0F(x,z) = M(x,z)0x - F(x,2z)= f M(x,z)dx + ¢(2)
F(x,z) = J(cos(z) + zcos(x)) dx +¢(z) ..(3)

Donde ¢(z) es una funcién de variable z y la integral a resolver es una integral
parcial
F(x,z) = xcos(z) + zsen(x) + ¢(z) ..(4)

Derivando parcialmente con respecto de z a la expresion (4)

F(x,z)
0z

= —xsen(z) + sen(x) + ¢'(z) ...(5)

Se igualan (5) y (2) para obtener ¢'(z)
sen(x) — xsen(z) + ¢'(z) = —xsen(z) + sen(x)
¢'(z) =0
Como ¢’'(z) = 0, entonces ¢(z) es igual a una constante de integracion
p(z) =K
Al sustituir ¢(z) en (4), se obtiene

F(x,z) = xcos(z) + zsen(x) + K
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Recordando que F(x, z) = C y usando propiedades de las constantes de integracion,

la solucion general en forma implicita queda simplemente como

|xcos(z) + zsen(x) = C|

Problema 33

Resuelva la ecuacién diferencial
(y? + 2x% — 5)dx — xydy = 0

Antecedentes
e Algebra: Propiedades de los logaritmos.
e (alculo Integral: Integracién inmediata. Integracién parcial.

Constante de integracion. Integracion por partes. Derivada parcial.

Conceptos basicos para destacar

e Solucion general de una ecuacién diferencial.

e Solucion explicita e implicita de una ecuacion diferencial.
e Ecuacion diferencial exacta.

e Factor integrante.

Solucién
La ecuacioén diferencial no es de variables separables, ya que no es posible escribirla
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en términos de factores que dependan exclusivamente de cada variable y tampoco
es de coeficientes homogéneos, ya que el término “—5” es de grado cero, mientras
que el grado de los demdas sumandos es dos. Por lo anterior, se analiza si la ecuacidn

diferencial es exacta, por lo cual se debe verificar el criterio de exactitud

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0




Considerando a M (x,y) como la funcién que multiplica a dxy a N(x,y) como la
funcién que multiplica a dy

M(x,y) =y*+2x*-5
N(x,y) = —xy

Analizando el criterio de exactitud

oM (x,y)
77 _ 9
dy
ON(x,y)
0x -
oM(x,y) ON(x,y)
=+
dy dx

Como no se cumple el criterio de exactitud, la ecuacion diferencial no es exactay se
debera obtener un factor integrante que al multiplicarlo a la ecuacién la vuelva

exacta. Este factor se obtiene con alguna de estas expresiones:

o u(x) =el9I™ax donde
[ ]

IM(x,y) _9N(xy)
dy dx

N(x,y)

gx) =

o uly) = e/ "9y donde

ON(x,y) oM(x,y)
dx dy

M(x,y)

h(y) =

Si u(x) existe, su expresion dependera solo de la variable x, en caso contrario se
prueba con u(y) que depende tinicamente de y.
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Probando con u(x)

2y-(=»_3y __3

gx) =

—Xy —Xy x
—3In (x)

d
ux) =e T =e

plx) = x=3

por lo que el factor integrante es p(x) = x~3. Asf al multiplicar a la ecuacién dife-
rencial por este factor la volverla exacta

(y?x 3 +2x7 1 =5x73)dx — x"2ydy = 0
Verificando nuevamente el criterio de exactitud

oM(x,y) _s _ON(x,y)
dy 0x

Ahora, la ecuacion diferencial ya es exacta. Considerando que existe una funcién
F(x,y) = C, donde C es una constante arbitraria, y con diferencial total

0F (x, oF (x,
dF(x,y) = (xy)dx+ (xy)dy

dx dy
Considerando
OF (x,y)
“ox - M@x,y) .. (1)
OF (x,y)

3y =N(xy) ..(2)
De la ecuacion (2) se propone
0F(x,y) =N(x,y)dy - Fxy)= J N(x,y)dy + @ (x)

Flx,y) = f (—x~2y)dy + p(x) ... (3)
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Donde ¢(x) es una funcién de variable x. Se integra parcialmente con respecto a y

(considerando por tanto a x como constante)

—2,,2

F(x,y) = >

+o(x) ...(4)
Derivando parcialmente con respecto de x a la expresion (4)

aF ) a 24,2
_g; ) _ a(—xz A <p(x)> =x7%y?+¢'(x) ..(5)

Como la expresion (5) es la misma que (1), entonces se igualan para obtener a ¢'(x)
x3y?+@'(x) =x3y?+2x7 1 —5x73
@'(x)=2x"1—5x73

La funcidén ¢(x) se obtiene a partir de integrar con respecto de x a la funcién
arbitraria ¢'(x)
51
o(x) =2In(x) + 552
Sustituyendo ¢ (x) en (4)

—24,2 -2
+ 2In(x) +

Fa,y) ==

La solucién buscada es de la forma F(x,y) = C por lo que

-2

2

2 -2

5
+ 2In(x) + xz =C

y

es una solucién general en forma implicita de la ecuacion diferencial.
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Problema 34

Resuelva la siguiente ecuacién diferencial
(3x°tan(y) — 2y3)dx + (x®sec?(y) + 4x3y3 + 3xy?)dy =0

Antecedentes

e Algebra: Propiedades de los logaritmos.

e (Calculo Diferencial: Propiedades de las funciones exponenciales.

e (dlculo Integral: Integracién inmediata. Integracién parcial.
Constante de integracion. Derivada parcial.

Conceptos basicos para destacar

e Solucion general de una ecuacidn diferencial.

e Solucién explicita e implicita de una ecuacion diferencial.
e Ecuacion diferencial exacta.

e Factor integrante.

Solucién

Como en la ecuacidén diferencial no se pueden separar sus términos de modo que
correspondan con sus diferenciales, no se puede resolver usando el método de
variables separables. Ademas, al tener funciones trigonométricas tampoco se puede
resolver utilizando el método de coeficientes homogéneos. Se analiza si la ecuacidon
diferencial es exacta
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M(x,y)dx + N(x,y)dy =0
Identificando los términos M (x,y) y N(x,y)
M(x,y) = 3x°tan(y) — 2y*

N(x,y) = x%sec?(y) + 4x3y3 + 3xy?




Empleando el criterio de exactitud

oM (x,
% = 3x°sec?(y) — 6y?
ON (x,
% = 6x°sec?(y) + 12x%y? + 3y?

OM(x,y) ON(x,y)
+*
dy dx

Como no se cumple el criterio de exactitud, entonces la ecuacion diferencial no es
exacta y se debera obtener un factor integrante que la vuelva exacta. Dicho factor se
obtiene con la siguiente expresion

#(x) = efg(x)dx
Donde

900 = 1 (aM(x, y) B JON(x, y))

N(x,y) dy dx
Sustituyendo valores

1
x%sec?(y) + 4x3y3 + 3xy

g(x) = 5 (=3x%sec?(y) — 9y? — 12x3y?)

_ —3(x’sec’(y) + 4x%y® +3y?) 3

90 = x(x5sec?(y) + 4x2y3 + 3y?)  «x

u(x) = e—f,B—cdx — 3N (x)

ue) = —

Multiplicando a la ecuacion diferencial por el factor integrante

(3x2%tan(y) — 2y3x73)dx + (x3sec?(y) + 4y® + 3x72y?)dy =0
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Comprobando el criterio de exactitud

IM(x,y)
dy

3 _ON(xY)

— 2, 2cpp2 — A2
3x“sec”(y) — 6y°x I

Como la ecuacidn diferencial ya es exacta, entonces existe una funcién F(x,y) = C,

donde C es una constante arbitraria, cuyo diferencial total es

OF (x, oF (x,
_ (xy)dx+ (xy)dy

dF(x,y) 9% 3y
Considerando
F (x,y)
“ox - M@x,y) ..(1)
J0F (x,y)
oy N&xy) ...(2)

De la ecuacidn (1) se propone

OF(x,y) = M(x,y)0x - F(xy)= f M(x,y)dx +o()

F(x,y) = f(sztan(y) —2y3xNdx + o(y) ..(3)

donde la constante de integracidon ¢(y) es una funcién de y. Realizando la integral
parcial con respecto de x en la expresion (3)

F(x,y) =x3tan(y) + y3x 2+ o(y) ..(4)
Derivando parcialmente a la expresion (4)

oF (x,y)

oy x3sec?(y) +3y2x 2+ ¢'(y) ...(5)
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Se igualan las expresiones (5) y (2) para obtener ¢’ (y)
x3sec?(y) + 3y2x 72 + @' (y) = x3sec?(y) + 4y> + 3x~2y?
¢'() = 4y°
Al integrar ¢'(y) se obtiene el valor de la funcién ¢(y)

p) = J 4y* dy

() =y*
Sustituyendo ¢ (y) en la expresion (4)
F(x,y) = x3tan(y) + y3x~2 + y*

Como F(x,y) = C, entonces la solucidn general en forma implicita de la ecuacién
diferencial es

|x3tan(y) +y3x2+yt=cC

Problema 35

Obtener la solucion general de la ecuacién diferencial
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(Bx%y +y?)dx+ (3x3 —y2 + 4xy)dy = 0
sujeta a las condiciones iniciales y(0) = 1.
Antecedentes

e (Calculo diferencial: Propiedades de las funciones exponenciales.
Propiedades de las funciones logaritmicas.
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e Algebra: Propiedades de los logaritmos.

e (dlculo integral: Integracién inmediata. Integracion parcial.
Constante de integracion. Integracion por partes.
Derivada parcial.

Conceptos basicos para destacar

Solucién general y particular de una ecuacidén diferencial.
Solucidn explicita e implicita de una ecuacién diferencial.
Problema de valor inicial.

Ecuacidn diferencial exacta.

Factor integrante.
Solucién
La ecuacion diferencial no es de variables separables o de coeficientes homogéneos,
por lo que se analiza si es exacta y para ello se identifican las funciones M(x,y) y
N(x,y) de la ecuacion auxiliar

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0
Comparando términos con la ecuacién diferencial

M(x,y) = 3x%y + y?

N(x,y) = 3x3 —y? + 4xy
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Empleando el criterio de exactitud

oM(x,y) | ,
T =3x° + Zy
ON(x,y)  _,
T =9x“ + 4-y

oM (x,y) _ 9dN(x,y)
+*
dy dx
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Como no se cumple el criterio de exactitud, entonces la ecuacion diferencial no es
exacta y se debera obtener un factor integrante que al multiplicarlo a la ecuacion la

vuelva exacta. Dicho factor se obtiene con la siguiente expresion
#(y) = efh(Y)dy

De donde

1 (BN(x, V) B oM (x, y))

() = M(x,y) dx dy

Sustituyendo valores y simplificando

h(y) 57 (9x? + 4y —3x* = 2y) = [(2)(Bx* +»)]

- 3x2y + y(3x2 +y)

2
h(y) ==
7y
dey 1
py) =ev " =

) =y?

Multiplicando a la ecuacién diferencial original por el factor integrante
y2[(3x2%y + y?) dx + (3x® — y? + 4xy)dy] = 0

Bx?y?+yHdx + Bx3y? —y* + 4xy®)dy =0
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Empleando nuevamente el criterio de exactitud

aM(x,}’)_ 2.2 3_6N(x'y)
3y =9x“y* +4y° = o

Como la ecuacidn diferencial ya es exacta, entonces existe una funcién F(x,y) = C,
donde C es una constante arbitraria, cuyo diferencial total es

OF (x, OF (x,
dF(x,y) = gx 2 dx + ((331 Y) dy




OF(x,y)

FED) MGy -..1)
OF (x,
—%%9=N&m)m@)

De la ecuacion (1) se propone
Oy =MEOx = FGiy) = [ M@y dx +90)
POy = [Gx2y £y e+ 00) ()
La integral a resolver en (3) es una integral parcial con respecto a x, lo que quiere

decir que las variables con y seran tratadas como constantes. Ademas, a esta expre-
sion se le suma la funcién arbitraria ¢ (y)

Fl,y) =x*y> +xy* +0(y) ..(4)

Derivando parcialmente a la expresion (4) con respecto a y

aF(xIY) _ a 3.3 4
T—@(xy +xy* + o(¥))
OF (x,
% =3x%y? +4xy3 +¢'(y) ..(5

Como las expresiones (2) y (5) son equivalentes, entonces se igualan y se obtiene el
valor de ¢'(y)
3x2y? + 4xy3 + @' (x) = 3x%y? — y* + 4xy3
') =-y*

Al integrar este valor

o) =—-2y°
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Sustituyendo el valor de ¢(y) en (4)

1
F(x,y) =x3y3 +xy3 - §y5

Y como F(x,y) =C
5x3y3 4+ 5xy3 —y>=C

que es la solucion general en forma implicita de la ecuacion diferencial. Aplicando
las condiciones iniciales y(0) = 1

0+40-(1)°=C - C=-1

Sustituyendo C = —1 en la solucién general se obtiene la solucién particular de la
ecuacidn diferencial

|5x3y3+5xy3—y5+1 = O|

Problema 36

Resuelva el problema de valor inicial

(xy? —y3dx+ (1 —xy>dy=0; y(1) =2
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Antecedentes

e Algebra: Propiedades de los logaritmos.

e Calculo Integral: Integracién inmediata. Integracién parcial.
Constante de integracion. Integracion por partes. Derivada parcial.

Conceptos basicos para destacar
e Solucion general y particular de una ecuacion diferencial.

e Solucion explicita e implicita de una ecuacién diferencial.
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e Problema de valor inicial.
e Ecuacion diferencial exacta.

e Factor integrante.

Solucién

Como en la ecuaciéon diferencial no se pueden separar sus términos de modo que
correspondan con sus diferenciales, no se puede resolver usando el método de
variables separables. Ademas, como se tiene un “1” cuyo grado es cero, tampoco se
puede utilizar el método de coeficientes homogéneos. Se analiza si la ecuacidn

diferencial es exacta con la siguiente ecuacion auxiliar
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0
Identificando las funciones M(x,y) y N(x,y)
M(x,y) = xy* —y°
N(x,y) =1 — xy?

Analizando si es exacta

IM(x,y) 2
T = ny 3y
ONCyy) _ s

0x Y
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aM(x,y) _ ON(x,y)
+
dy 0x

Como no se cumple el criterio de exactitud, entonces la ecuacién diferencial no es
exacta y se debera obtener un factor integrante que al multiplicarlo a la ecuacién la

vuelva exacta. Dicho factor se obtiene con la siguiente expresidn

”(y) = efh(.V)dy




De donde

1 ON(x,y) 0JM(x,y)
_M(x,y)( ax dy )

Sustituyendo valores en h(y)

—y?— (2xy — 3y?) _2y*—2xy

h(y) = xy? —y? T xyr—y8

_2y(y—x) “2y(x—-y) 2

Cyix—y)  yAx-y) y

h(y)

k() =I5 = o)
u) =y~
Multiplicando a la ecuacion diferencial por el factor integrante
(x —y)dx+ (y? —x)dy = 0
Analizando el criterio de exactitud

oM(x,y) ON(x,y)
=
dy 0x

Como la ecuacién diferencial ya es exacta, existe una funcién F(x,y) = C, donde C

es una constante arbitraria, y cuyo diferencial total es

dF (x, oF (x,
_ (xy)der (xy)dy

dF (x.y) dx y
0F(x,y) _

Framie M(x,y) ..(1)

OFtx.y) _ N(x,y) ..(2)

dy
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De la ecuacion (1) se propone

OFCy) =MEyox > FGuy) = [ MGy dx +00)
P = [G-ydrt90) ()
Donde la constante de integracion ¢ (y) es una funcién de y y la integral se resuelve

parcialmente con respecto de x, lo que quiere decir que las variables con y seran
tratadas como constantes

x2
F(x,y) = - Ty () ..(4)

Derivando parcialmente a la expresion (4) con respecto a y

F(x,y) ,
3y =—x+¢'(y) ..(5)

Igualando las expresiones (5) y (2) que son equivalentes para asi obtener el valor
de ¢'(y)
X +9'G) =y —x

Asimismo, al integrar ¢'(y) se obtiene el valor de la funcién ¢(y)

1
() = —;

Sustituyendo el valor de ¢(y) en (4)

Fluy) = 5 - xy -
x;y - 2 xy y
Como F(x,y) =C

x? 1 c

2 Xy y -
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que es la solucién general implicita de la ecuacion diferencial. Sustituyendo las con-
diciones inicialesx = 1yy =2

! 2 ! C C 2
R —_— = - = —
2 2
Finalmente, con el valor de C = —2 se obtiene la solucién particular
x? 1 5
2 xy y -

Problema 37

Resuelva el problema de valor inicial

X2
xdx+(7+ 4>dy= 0, y(1) =1

Antecedentes
e Algebra: Propiedades de los logaritmos.
e Calculo Integral: Integracién inmediata. Integracién parcial.

Constante de integracion. Integracion por partes. Derivada parcial.

Conceptos basicos para destacar
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e Solucion general y particular de una ecuacion diferencial.
e Solucion explicita e implicita de una ecuaciéon diferencial.
e Problema de valor inicial.

e Ecuacion diferencial exacta.

e Factor integrante.

Solucién
Como en la ecuacién diferencial no se pueden separar sus términos de modo que

correspondan con sus diferenciales, no se puede resolver usando el método de




variables separables. Ademas, como se tiene un “4” cuyo grado es cero, tampoco se
puede utilizar el método de coeficientes homogéneos. Se analiza si la ecuacion
diferencial es exacta

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

IM(x,y)

77—
dy

ON(x,y) 2x
ox  y

oM(x,y) OdN(x,y)
+*
dy dx

Como no se cumple el criterio de exactitud, entonces la ecuacion diferencial no es
exacta y se debera obtener un factor integrante que al multiplicarlo a la ecuacion la
vuelva exacta. Dicho factor se obtiene con la siguiente expresion

M(y) = e.rh(ZV)dy

De donde

1 (aN(x, ) M(x, y))

h(y) = M(x,y) 0x dy

Sustituyendo valores

2
h(y) = y

2
/ ydy 2

uy) =e =y

Multiplicando el factor integrante a la ecuacion diferencial

xy?dx + (x?y + 4y?)dy = 0
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Empleando el criterio de exactitud

aM(x,y)_2 _ON(x,y)
dy =0

Como la ecuacién diferencial ya es exacta, existe una funciéon F(x,y) = C, donde C
es una constante arbitraria, cuyo diferencial total es

dF (x, oF (x,
_ (xy)dx+ (xy)dy

dF (x,y) 0x ay
0F(x,y) _
T = M(x, y) (1)
0F(x,y) _
T = N(x, y) (2)

De la ecuacidn (1) se propone
OFCuy) =M@ y)x = F(uy) = [ M@y)dx +90)

F(x,y) = nyz dx + ¢(y) ..(3)

Donde la constante de integraciéon ¢ (y) es una funcién de y y la integral se resuelve

parcialmente
2,,2

2

F(x.y)=x +o@) ..(4)

Derivando parcialmente a la expresiéon (4) con respecto ay

F(x,y) ,
oy 2y +¢'(y) ..(5)

Como la expresion (5) es equivalente a (2), se igualan para encontrar el valor de
')
F(x,y)
dy

=N(x,y)
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X’y +4y? =x%y +¢'(y)
¢'() = 4y®
Integrando la expresion anterior para obtener el valor de ¢ (y)
4
o() =3y’

Sustituyendo el valor de ¢(y) en la expresion (3)

1 4
F(x,y) = Exz)’z +§y3

Recordando que F(x,y) = C y simplificando
3x%y?+2y3=C

que es la solucion general de forma implicita de la ecuacion diferencial.
Aplicando las condiciones iniciales x =1yy =1

342=C - C=5

Finalmente, se obtiene la solucién particular sustituyendo C = 5 en la solucidn

general

3x%y? +2y3=5
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Problema 38

Resuelva la siguiente ecuacidn diferencial empleando un factor integrante que de-

penda de la variable y

y2dx + (xy)dy = 0
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Antecedentes
e Algebra: Propiedades de los logaritmos.
e (alculo Integral: Integracidon inmediata. Integracién parcial.

Constante de integracion. Integracion por partes. Derivada parcial.

Conceptos basicos para destacar

e Solucion general de una ecuacién diferencial.

e Solucion explicita e implicita de una ecuacion diferencial.
e Ecuacion diferencial exacta.

e Factor integrante.

Solucién
Debido a que el problema pide que se use un factor integrante que dependa de y, se

usa la expresién
n(y) = el h)dy

h(y) =

1 ON(x,y) 0M(x,y)
M(x,y)( ax  dy )

Las funciones M(x,y) y N(x,y) se identifican de la ecuacién auxiliar

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0
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Donde
OM(x,y)
— 2 —
M(x,y) =y 3y 2
_ ON(x,y)
N(x:Y) - xy - ax -

Sustituyendo valores en la expresion del factor integrante y simplificando

1 1
h(y) —F(y—Zy) =3




1
u(y) = ey = g~
1
) =—-
Y y
Multiplicando a la ecuacion diferencial por el factor integrante
(y)dx + (x)dy =0

Al analizar el criterio de exactitud

oM (x,y) ON(x,y)
=2
dy dx

Como la ecuacién diferencial ya es exacta, existe una funcién F(x,y) = C, donde C
es una constante arbitraria, cuyo diferencial total es

oF (x, dF (x,
_ (xy)dx+ (xy)dy

dF (x.y) dx dy
0F(x,y) _ _
T—M(x’)’) =y ..(1
0F(x,y) _ _
T—N(x,y) =X (2)

De la ecuacion (2) se propone

Fx,y) = f NG y)dy +9(x)

F(x,y) = fxdy +ox) ...(3)

Donde la constante de integracion ¢(x) es una funcién arbitraria. Resolviendo la
integral de la expresion (3)

Fx,y)=xy+ o) ..(4)
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Derivando parcialmente a (4) con respecto a la variable x

OF (x,
TN oyt )

La expresion (5) es equivalente a la expresion (1), por lo que se igualan términos
para encontrar el valor de ¢'(x)

y+o'(x)=y
P'(x)=0
Como ¢'(x) = 0, entonces ¢ (x) es igual a una constante de integracion
p(x) =K
Al sustituir ¢ (x) en (4) se obtiene
F(x,y)=xy+K

Recordando que F(x, z) = C y usando propiedades de las constantes de integracion
para agrupar a las constantes arbitrarias C y K como una sola constante C

C=xy+K - xy=(C-K)
xy==C

La solucidn general en forma explicita de la ecuacion diferencial queda como

y:

c
X
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Problema 39

Encuentre la solucién general de la ecuacién diferencial

dy 1
dx  xsen(y) + sen(2y)

Antecedentes
e Algebra: Propiedades de los logaritmos. Conjuntos.
e (élculo Integral: Integracidén inmediata. Integracién parcial.

Constante de integracion. Integracion por partes. Derivada parcial.

Conceptos basicos para destacar

e Solucion general de una ecuacion diferencial.

e Solucion explicita e implicita de una ecuacidén diferencial.
e Ecuacion diferencial exacta.

e Factor integrante.

Solucion

Como en la ecuacion diferencial no se pueden separar sus términos de modo que
correspondan con sus diferenciales, no se puede resolver usando el método de
variables separables. Ademas, al tener funciones trigonométricas tampoco se puede
resolver utilizando el método de coeficientes homogéneos. Se analiza si la ecuacion

diferencial es exacta con la siguiente ecuacién auxiliar

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0
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Reescribiendo la ecuacién diferencial
dx — (xsen(y) + sen(2y)) dy=0
De esta forma es més sencillo identificar los términos M (x,y) y N(x,y) que son
M(x,y)=1

N(x,y) = xsen(y) + sen(2y)




Obteniendo las derivadas parciales para usar el criterio de exactitud

OM(x,y) o
dy
ON(x,y)
Tox - W)

OM(x,y) OdN(x,y)
*
dy 0x

Entonces la ecuacidn diferencial no es exacta. Ahora se busca un factor integrante

1)
u(y) = el hay

Sustituyendo valores en h(y)

1 [0N(x,y) oM(x,y)\ 1 )
M(x' )’) ( 0x N ay > - I(_Sen(}’) - 0) - —Sen(y)

Resolviendo la integral

el —sen(dy —  gcos()

Multiplicando a la ecuacién diferencial por este factor integrante
e dx — <0 (xsen(y) + sen(2y))dy =0

Analizando nuevamente el criterio de exactitud

oM (x,y)

3y = —sen(y) e®os®

ON(x,y)

Fra —sen(y) s
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Como la ecuacién diferencial ya es exacta, su solucion general puede obtenerse a

partir de la siguiente unién de conjuntos
{f M(x,y)dx} u {f N(x,y)dy} =C
Sustituyendo valores

{f ecos®) dx} U {f(—xsen(y)ecos(” — sen(Zy)ecos(Y))dy} =C

Resolviendo las integrales inmediatas
{xe“’s(y)} U {xems(y) — J(sen(Zy) ec°s(3’))dy} =C

Para resolver la integral faltante del segundo conjunto, se empleara una identidad
trigonométrica y luego integracién por partes

— f(sen(Zy) e dy = — f(Zcos(y) sen(y) e<0))dy

I =uv— f vdu
u = cos(y) dv = sen(y)es®) dy
du = sen(y) du v = — ec0s®)
[ =— (— esWcos(y) +fsen(y) e°°SO’)dy)

I'==2(— e“Wcos(y) — M)
=2 e“W(cos(y) + 1)

{xecos(y)} U {xecos(y) + Zecos(y)(cos(y) + 1)} =C
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Finalmente, la solucién general en forma implicita de la ecuacién diferencial es

|xec°s(3’) +2 e (cos(y) +1) = C|

Problema 40

Resuelva la ecuacién diferencial
(x + 2)sen(y) dx + xcos(y)dy = 0
utilizando dos métodos distintos.

Antecedentes
e Algebra: Propiedades de los logaritmos. Conjuntos.
e Calculo Integral: Integracién inmediata. Integracién parcial.

Constante de integracion. Integracion por partes. Derivada parcial.

Conceptos basicos para destacar

e Solucion general de una ecuacion diferencial.

e Solucion explicita e implicita de una ecuaciéon diferencial.

e Solucion de una ecuacion diferencial de variables separables.
e Ecuacion diferencial exacta.

e Factor integrante.
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Solucion
Primero se empleara el método de separacién de variables

x+2 cos(y) , 0
x sen(y) Y=

f(1+§)dx+f§:g;dy=0




Para la segunda integral se empleard un cambio de variable
u =sen(y) du = cos(y)dy
Se resuelven las integrales y se simplifica la expresion resultante
x+21n(x)+fi—u=c

x+2In(x) +In(u) =C
x +In(x?) + In(sen(y)) = C

x +In(x%sen(y)) = C

Multiplicando toda la expresién anterior por un factor e

|exxzser1(y) = C|

que es la solucion general en forma implicita. El segundo método se analiza si la

ecuacion diferencial es exacta. Para esto se reescribe la ecuacion a la forma
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0
Y asi identificar mas facilmente las funciones M(x,y) y N(x, y)
(x + 2)sen(y)dx + xcos(y)dy = 0

Analizando el criterio de exactitud

oM(x,y)

T = (x + 2)cos(y)
ON(x,y)
Tox - os)

OM(x,y) O0N(x,y)
+*
dy dx
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La ecuacidn diferencial no es exacta ya que, buscando un factor integrante
p(x) = el 9@ ax

Donde

1 (6M(x, y) B ON(x, y)>

900 = M(x,y) dy dx

Sustituyendo valores para hallar g(x)

1 OM(x,y) ON(x,y)\ 1
909 = 1o ( 5 or ) = reosy (¢ + Deos() — cos(7)
gx) = xc0s(y) (xcos(y) + 2cos(y) — cos(y)) = cos ) (xcos(y) + cos(y))

(x + 1)cos(y)
xcos(y)

9(x) = (xcos(y) + cos(y)) =

xcos(y)

Ahora en u(x) y resolviendo la integral

1
/l(x) = ef(1+§)dx = eXeln ()

ulx) = e*x = xe*
Multiplicando la ecuaciéon diferencial original por este factor integrante

(x2e* + 2xe*)sen(y) dx + x2e*cos(y)dy = 0

Analizando el criterio de exactitud para esta nueva ecuacion

oM(x,y)

— 2,x X
3y (x“e* + 2xe*)cos(y)
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ON(x,y)

Fra (x%e* + 2xe*)cos(y)

IM(x,y) ON(x,y)
dy  ox

Como la ecuacion diferencial ya es exacta, la solucién general puede obtenerse con

la siguiente expresion

{f M(x,y)dx}u {f N(x,y)dy} =C

Sustituyendo valores y realizando las integrales parciales
{f[(xzex + 2xex)sen(y)]dx} U {f xzexcos(y)dy} =C

U x%e*sen(y)dx + J erxsen(y)dx} U U xzexcos(y)dy} =C

Para la primera integral del primer conjunto se empleara integracién por partes

I=uv—jvdu
u = x? du = 2xdx
dv = e*dx v=e*
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{xzexsen(y) — f 2xe*sen(y)dx + J 2xexsen(y)dx} U U xze"cos(y)dy} =C

{e*x?sen(y)} U {e*x?%sen(y)} = C

|exx25en(y) = C|

que es la misma solucién general obtenida por el método de variables separables.
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Problema 41

Resuelva la ecuacién diferencial
y' =sec(2x —y)—2

Sugerencia: utilice la sustitucion

v=2x-y

Antecedentes
e (alculo Integral: Integracion inmediata. Integracion parcial.
Constante de integracion.

Conceptos basicos para destacar

e Solucion general de una ecuacién diferencial.

e Resolucién de una ecuacién diferencial empleando un cambio de variable.
e Solucién explicita e implicita de una ecuacion diferencial.

e Solucion de una ecuacion diferencial de variables separables.

Solucion
Esta ecuacién diferencial se resuelve empleando un cambio de variable. Dado que
el problema ya sugiere la sustitucidn, lo que resta es obtener el diferencial reque-

rido para la ecuacion
dv - dy
dx dx
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. d . o . s
Despejando a é para dejar a la ecuacion diferencial en términos de x y v

dy dv )
dx  dx
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Al sustituir este valor y simplificando se obtiene una ecuacidn diferencial de varia-

bles separables. Por lo tanto, se agrupan términos

dv v

T 2=sec(v)—2 - Frie sec(v)

T _y f ) d f d
= Ed =

Sec(0) X cos(v) dv X

Integrando
sen(v) =x+C

Regresando a las variables originales

|sen(2x—y) =x+C

que es la solucion general en forma implicita de la ecuacién diferencial.

Problema 42

Resuelva la ecuacion diferencial

d
(x3 +2)%+x2y— V(3 +2)2=0

_|
m
>
=
_|
m
>
N
-
m
>
w
_|
m
<
>
>
>
)
=
0
>
@)
o
=z
m
wn

Antecedentes
e Algebra: Radicales. Propiedades de los logaritmos.

e (dlculo integral: Integracion inmediata. Integracién por cambio de variable.

Concepto basico para destacar

e Solucion general de una ecuacidn diferencial lineal y de primer orden.
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Solucion

La ecuacion diferencial es lineal y de primer orden de la forma

Y +p(x)y =qx)

La solucién de este tipo de ecuaciones puede encontrarse empleando la férmula
general para este tipo de ecuaciones

Yo = e~/ PEdx f q(x) e PO gy 4 com I PEIAx

Pero primero se normaliza la ecuacion diferencial (es decir, el coeficiente del tér-
mino de la primera derivada debe de ser igual a uno)

2

' X
Y4y = Ve +2y

Donde
2

P() X3 +2

q(x) = V(% +2)2

Sustituyendo p(x) y q(x) en la férmula general

x? x? x?
Ve = e_Imdx] V(3 +2)2 el gy + ce” ™
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Para las integrales

I f G

= X
x3+2

Se resuelven con un cambio de variable

u=x3+2, du=3x%dx




[ = du_l1
=3 % 3@

1
I =§1n (x3+2)

Efectuando las operaciones

Y = e_%m("g”)f 3 (x3 + 2)2 3NG4 gy | cpmgnGH2) _

1 1 1
Y = e +2)73 f V3 +2)2e+D Sy 4 ColnG?+2)3

j (V@@ + 28/ +2)) dx +

1 c
Yo, 03+ 2)

f(x +2)dx +

c
e «/( 3+2) /O3 +2)

1 x* C
e — 2 _—
Y6 i/(x3+2)<4 " x>+§/(x3+2)

que es la solucion general de la ecuacién diferencial la cual esta formada por

Y6 =YptYn

1 <x4+2>
Yp=s—=| ot 2x
P32\ 4

c

Y rem s

conocidas como soluciéon particular y homogénea, respectivamente.
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Problema 43

Resuelva la ecuacién diferencial

Antecedentes
e Algebra: Propiedades de los logaritmos.
e (élculo integral: Integracion inmediata. Integracion por cambio de variable.

Concepto basico para destacar

e Solucion general de una ecuacidn diferencial lineal y de primer orden.

Solucion
Como la ecuacion diferencial es lineal y de primer orden de la forma

y' +p(x)y = q(x)

Donde
2x
p(x) = T xZ+1
q(x) =5

La solucidn general de este tipo de ecuaciones puede obtenerse con la expresion
y = e—fP(X)dx(C + [ el p)ax q(x)dx)
Primero sustituimos los valores para e~/ P ax

e_fp(x)dx = e_f (_.Xg%)dx = ef(%)dx

’

3D1dN]

_|
m
>
=
_|
m
>
N
-
m
>
w
_|
m
<
>
>
)
=
0
>
@)
o
=z
m
wn




’

3D1dN]

La integral se puede resolver mediante un cambio de variable

u=x>+1 du = 2xdx

2x d
ef(xz+1)dx — ef# =N = pIn(x?+1) — 42 4 1

Ahora para e/ P09 dx

el P dx — e—f (%)dx = g~ In(?*+1) —

x2+1

Sustituyendo estos valores en la expresion para obtener la solucién general

y=(x2+1)(C+fx2i_1dx>

Finalmente, la solucién general de la ecuacidn diferencial queda como

|y =2+ 1)(C+ 5angtan(x))|

Problema 44

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial
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zu' +2u =523

Antecedentes
o Algebra: Radicales. Propiedades de los logaritmos.
e (élculo integral: Integracion inmediata. Integracidon por cambio de variable.

Concepto basico para destacar

e Solucion general de una ecuacién diferencial lineal y de primer orden.




Solucion

La ecuacidn diferencial es lineal y de primer orden de la forma
u' +p(2)u =q(2)
Cuya solucidn general puede obtenerse con la expresion
u=e 1P@DU(c 4 [Pz g(5)dz)

Normalizando la ecuacion
u' +—u=>5z%
z

Sustituyendo valores en la expresion para obtener la solucion general de la ecuacién
diferencial

2 2
u=elz% (C + el 7% SZZdZ)
Efectuando las integrales

1
u=e M@(C 4 M@ 55247) = Z_Z[C + f(zz)( 5z2%) dz]

u=Zl—2[C+5j(Z4)dz]=Zi2(C+zs)

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacion diferencial es

3 C
u==2z +—2
Z

Hay que notar que la solucién general consta de dos soluciones

uU=u,+u
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La funciéon complementaria u, = y la integral particular u, = z3. La funcién

22
complementaria resuelve a la ecuacidn diferencial homogénea asociada, que para

este caso es

Sustituyendo u, y su derivada en la ecuacion diferencial homogénea asociada

2¢ 2/C 2¢ 2
~SHi(5)=0 - -S+=0

z3  z\z? z3  z3

Donde se verifica la igualdad. Anadlogamente, sustituyendo u,, y su derivada en la
ecuacion diferencial

2
(3zH) + E(ZB) =522 > 3z2+42z3=523
5z3 =523

Que también se verifica esta solucion.
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Problema1

Encuentre la ecuacion diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes,
que tiene como una solucién particular

y = —5xe*cos(x)

Antecedentes

e Algebra: Niimeros complejos. Raices de polinomios.

Conceptos basicos para destacar

e Ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes.
e Solucién particular de una ecuacion diferencial.

e Operadores diferenciales.

e Ecuacion auxiliar asociada.

e Obtencién de una ecuacion diferencial.

e Raices repetidas.

Soluciéon
Analizando la solucién particular del problema se observa que el término e*cos(x)
indica que proviene de las raices complejas 1 + i. Es decir, las raices complejas
a + bi

y = e%¥(cos(bx) + sen(bx))

La expresion con operadores diferenciales de esta solucién que involucra raices
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complejas es
(D> —2aD+a*+b¥)y=0 ..(1)

ademas, el término x indica que las raices complejas se repiten dos veces

(D? = 2aD +a?+b?)?y =0 ..(2)
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cabe mencionar que la constante —5 no afecta en nada las raices ni la repeticion de

estas. Sustituyendo los valoresa =1y b =1 en (2)
(D> —=2D +2)’y =0
La ecuacidn auxiliar obtenida de los operadores diferenciales es
(m?-2m+2)2=0
desarrollando el producto de la ecuacién auxiliar
(m?-2m+2)(m*—-2m+2)=0
m*—2m3 +2m? —2m3 + 4m? —4m+2m? —4m+4 =0
m*—4m3+8m?>—-8m+4=0
regresando a los operadores diferenciales
(D* —4D3®*+8D?>—-8D +4)y =0

finalmente, la ecuacion diferencial solicitada es

dty d’y _d*y _dy
—4 —8-—= 44y =
dx* dx3 +8 dx? 8 dx +dy =0

Problema 2

Resuelva la ecuacién diferencial
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d3

dx3




Antecedentes
e Algebra: Conjuntos. Factorizacién de suma de cubos.
Férmula general para ecuaciones de segundo grado.

Raices de polinomios. Nimeros complejos.

Conceptos basicos para destacar

e Ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes.
e Solucion general de una ecuacidn diferencial.

e Ecuacién auxiliar asociada.

e Conjunto fundamental de soluciones.

e Soluciéon homogénea o complementaria de la ecuacién diferencial.

Solucion

La ecuacidn diferencial del problema es lineal homogénea de tercer orden con coe-
ficientes constantes. Por lo tanto, la solucién general estara dada inicamente por la
solucién homogénea o complementaria. Expresando la ecuacion diferencial en tér-

minos del operador D
D*+1y=0

de esta expresion podemos obtener la ecuacion auxiliar que es
m>+1=0
ya que la ecuacion auxiliar es una suma de cubos, se factoriza de la siguiente manera
m+1D(mM*-m+1)=0
donde la primera raiz se obtiene al despejar m del primer factor linealm+1 =0
m; =—1

para determinar las raices del polinomio reducido m? —m+ 1 = 0 se utiliza la
férmula general para polinomios de segundo grado

1+v1-4
m2,3=T
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por lo que las otras dos raices son:

. 1 V3,
i m3—2 21

De acuerdo con las raices obtenidas, el conjunto fundamental de soluciones es
1 V3 1 V3
C.F.S.= {e_x. e?"cos (796), e?*sen <7x>}

La solucion general de la ecuacion diferencial esta dada por el conjunto fundamental
de soluciones:

1 V3 V3
ye = Cie ™ + e2*| C,cos (7x> + C3sen <7x>

Problema 3

Resuelva la siguiente ecuacién diferencial

d5y d“y dy
E*W*E” 0
Antecedentes

e Algebra: Conjuntos. Raices de polinomios. Obtenciéon de raices de nimeros
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complejos. Numeros complejos en su forma binomica y trigonométrica.

Divisién sintética.

Conceptos basicos para destacar

e Ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes.
e Solucion general de una ecuacidn diferencial.

e Ecuacién auxiliar asociada.

e Conjunto fundamental de soluciones.

e Soluciéon homogénea o complementaria de la ecuacién diferencial.




Soluciéon
Expresando la ecuacion diferencial lineal en términos del operador D

(D5+D*+D+1)y=0
de esta forma es posible obtener su ecuacion auxiliar es
m*+m*t+m+1=0

Para obtener las raices del polinomio de quinto grado se utiliza la division sintética,

mediante el método de prueba directa para la obtencién de raices racionales. Asi,

probando con el valorde m = —1
1 i 0 0 1 1
-1 -1 0 0 0 -1
1 o 0 1 0
Por lo tanto, m; = —1 es una raiz y el polinomio reducido es
mt+1=0

para obtener la raiz cuarta de —1 recurriremos a los ntimeros complejos y recor-
dando que —1 = cis180°

m=3Y-1 - m=1cis(180°)

180° + k360°
m = Vicis (T) conk=0,1,2,3
Para k = 0:
V2 V2
m = cis(45°) = —+ —i
2 2
Parak = 1:

2 2
m = cis(135°) = —\/7_+\/7_i
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Para k = 2:
. V2 V2.
m—c15(225)——7—71
Para k = 3:
. V2 V2.
m—czs(315)—7—71
por lo que las otras cuatro raices son:
R P A S I ) R
M= tph M= = M =75 ot Ms ==~ 7t

A partir de las raices obtenidas se puede formar el conjunto fundamental de

soluciones
C.F.S.=

G, (VI v, NI\ 2, (N2 \ (V2
=de™* e2 cosTx,ezsenTx,ezcos7x,e ZSenTx

La solucidén general de la ecuacion diferencial es

V2 V2 V2
ye = Cie ™+ e2*| Cycos <7x) + C3sen <7x>

V2 V2 V2
+e 2% Cycos <7x> + Cssen (7 x)
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Problema 4

Resuelva la ecuacién diferencial
y+8y" +16y" =0

Antecedentes
e Algebra: Conjuntos. Raices de polinomios. Nimeros complejos.

Conceptos basicos para destacar

e Ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes.

e Solucion general de una ecuacidn diferencial.

e Soluciéon homogénea o complementaria de la ecuacién diferencial.
e Raices repetidas.

e Ecuacion auxiliar asociada.

e Conjunto fundamental de soluciones.

Solucion

Reescribiendo la ecuacidn diferencial en términos del operador D
(D® + 8D* + 16D%*)y =0

La ecuacion auxiliar es
mé +8m* +16m? =0

m?(m* +8m? +16) =0
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m?(m?+4)2=0
Como se puede observar se tienen dos raices nulas y dos pares de raices complejas
m=my, =0, my=my =2, mg=mg=-—2
ademas, se tiene raices repetidas, por tanto, el conjunto fundamental de soluciones es

C.F.S.={1, x, cos(2x), sen(2x), xcos(2x), xsen(2x)}




Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién diferencial es:

|y = C; + C,x + C3c0s(2x) + Cysen(2x) + Csxcos(2x) + Csten(Zx)|

Problema 5

Determine si la siguiente expresion es valida
xD+a)(D+B)y # (D + L)(xD + a)y

Antecedentes
e Calculo Diferencial: Derivacion implicita. Derivada de un producto.

Concepto basico para destacar

e Propiedades del operador diferencial.

Solucién
Se desarrollan las multiplicaciones de los dos lados de la desigualdad haciendo uso
de las propiedades de los operadores diferenciales

D + @)Dy + B - (D + B)(xDy + ay)

xD(Dy + By) + a(Dy + By) ‘: D(xDy + ay) + B(xDy + ay)

0 ?
xD%y + BxDy + aDy + afy“ xD%*y + Dy + aDy + BxDy + Bay

xD?y + (Bx + a)Dy + af # xD?y + [Bx + (a + 1)]Dy + aBy

Por lo tanto, se demuestra que (xD + a)(D + B)y # (D + B)(xD + a)y.

’

3D1AaNI

_|
m
>
=
_|
m
>
N
-
m
>
w
_|
m
<
>
>
>
)
=
0
>
@)
o
=z
m
wn




Problema 6
Plantee un operador aniquilador de la siguiente funcion
q(t) = 5cos?(t) — 3sen(4t) + 8sen?(2t)

Antecedentes
s Algebra: Identidades trigonométricas.

Concepto basico para destacar

e Operador anulador o aniquilador.

Solucion
Como no se tienen aniquiladores para funciones trigonométricas cuadraticas, se
hara uso de identidades trigonométricas para reescribir la funcion del problema

q(t) =5 (1++S(2t)> — 3sen(4t) + 8 (1_%5(41:))

5 5 8
q(t) = 5 + Ecos(Zt) — 3sen(4t) + >~ 4cos(4t)

13 5
q(t) = > + Ecos(Zt) — 3sen(4t) — 4cos(4t)

A continuacion, se hace uso de la tabla de operadores anuladores

-1 pn
e D—-a
-1 pax (D — )"
cos(bx),  sen(bx) D? + b2
x"1cos(bx), x" lsen(bx) (D% + b))
e*cos(bx), e sen(bx) D? — 2aD + (a? + b?)

x" e cos(bx), x" le**sen(bx) [D? — 2aD + (a? + b?)]"
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Por lo que el operador anulador es

|f(D) = D(D? + 4)(D? + 16)|

Problema 7

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial

ylu_y = e*

Antecedentes

Algebra: Conjuntos. Factorizacién de resta de cubos.
Solucion general de ecuaciones de segundo grado.
Numeros complejos.

Calculo Diferencial: Derivada de un producto.
Algebra Lineal: Combinacién lineal.

Conceptos basicos para destacar

Ecuacién diferencial lineal de coeficientes constantes.

Solucion general de una ecuacidn diferencial.

Solucion homogénea y solucion particular de una ecuacion diferencial lineal.

Ecuacién diferencial lineal homogénea asociada.
Ecuacién auxiliar asociada.

Conjunto fundamental de soluciones.

Operador anulador o aniquilador.

Raices repetidas.

Solucion

La ecuacidn diferencial homogénea asociada es

ylu_y= e*

(D° -1y =0
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Cuya ecuacion auxiliar es:
m3—1=0

debido a que es una resta de cubos, se factoriza como:
m-1D@mM?*+m+1)=0

se obtiene una raiz real y un par de raices complejas conjugadas

con los valores de m se obtiene el conjunto fundamental de soluciones, el cual es

1 V3 1 V3
C.F.S.={ex, e_zxcos<7x>’ e Zx Sen<7x>}

Por lo tanto, la solucién de la ecuacion diferencial homogénea se obtiene con la

combinacién lineal del conjunto fundamental de soluciones
1 V3 V3
yn = Cie* + e 2°| Cycos (7x> + Czsen (7x>

Para determinar la solucién particular, se emplea un operador que anule a g(x) = e*
y lo vuelva cero.

Analizando la siguiente tabla de operadores anuladores
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Funcion Anulador

L1 pn
e D—a
-1 pax (D — a)"
cos(bx), sen(bx) D? + b?
x" lcos(bx), x™ lsen(bx) (D? + p*)™
e*cos(bx), e"sen(bx) D? — 2aD + (a® + b?)
x" e cos(bx), x" le®*sen(bx) [D? — 2aD + (a? + b?)|"

El operador anulador buscado es
f(D)=D-1
Aplicando este anulador a la ecuacion diferencial
(D —1)(D®* -1y =(D—1)e*
(D-1)(D-1)(D?*+D+1)y=0
(D—-1D*D?*+D+1)y=0

Entonces, la nueva solucién homogénea es
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1 V3 V3
y =Ce*+e 2" C,cos <7x> + C3sen <7x> + Cyxe*

para obtener la solucidn particular se restan los términos de y con los de y;,
Yp =Y —Yn = Cyxe”
D h 4
derivando y, = C,xe” tantas veces como se tenga en la ecuacion original

Vp = Ce™ + Cyxe*
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Vp = 2C4e* + Cyxe”
Vp' =3C.e* + Cyxe”®
Sustituyendo en la ecuacion diferencial y resolviendo para encontrar el valor de C,
3C,e* + Cyxe* — Cyxe® = e*
3C,e*=e* - C, =§

Por lo tanto, la solucién particular de la ecuacion diferencial es

1

Vp =§xex

La solucion general esta formada por la suma de las soluciones homogénea y particular
Y6 =Ynt Y

finalmente, la solucién general de la ecuacion diferencial es

1 V3 V3 1
Ye = Cie™ + e2* C,cos <7x> + C3sen (7;;) + gxex
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Problema 8

Resuelva la siguiente ecuacién diferencial, la cual estd expresada con operadores
diferenciales
D(xD — 1)y = x + xsen(x)

Antecedentes
e Algebra: Conjuntos. Niimeros complejos.

e Algebra Lineal: Combinacién lineal.
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Conceptos basicos para destacar

e Ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes.

e Solucion general de una ecuacién diferencial.

e Soluciéon homogénea y solucidn particular de una ecuacién diferencial lineal.
e Ecuacion diferencial lineal homogénea asociada.

e Ecuacion auxiliar asociada.

e Conjunto fundamental de soluciones.

e Operador diferencial.

e Operador anulador o aniquilador.

e Raices repetidas.

Solucién
Como primer paso se desarrolla el operador diferencial en la ecuacion diferencial

D(xDy — y) = x + xsen(x)
Dy + xD?y — Dy = x + xsen(x)
xD?y = x + xsen(x)

1
Multiplicando ambos miembros de la ecuacion diferencial por , para simplificarla

(%) (xD?y) = (%) (x + xsen(x))

D%y =1+ sen(x)
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Quedando finalmente
y" =1+ sen(x)

Por lo que se obtiene una ecuacidn diferencial lineal ordinaria de segundo orden y
de coeficientes constantes. A continuacion, se obtiene la solucién de la homogénea
asociada, para lo cual se emplea la solucién general de la ecuacién diferencial
homogénea asociada que es




cuya ecuacion auxiliar es

Por lo que las dos raices del polinomio son nulas
m =m, =0
Se plantea el conjunto fundamental de soluciones con las raices repetidas
C.F.S.={1, x}

A partir del conjunto fundamental de soluciones se obtiene la solucién homogénea
que es

yn =0+ Cx

Para obtener la solucién particular es necesario aplicar un anulador a la funciéon

planteada del lado derecho de la ecuacién diferencial
q(x) =1+ sen(x)

De la tabla de operadores anuladores

Funcion Anulador

L1 pn
e D—a
11 pax (D —a)"
cos(bx),  sen(bx) D? + b2
x"1cos(bx), x" lsen(bx) (D% + p?)™
e"*cos(bx), esen(bx) D? — 2aD + (a? + b?)
x" le%*cos(bx), x" le**sen(bx) [D? — 2aD + (a? + b?)]"

Como la funcién q(x) estd conformada por una constante y una funcién seno, el ope-
rador anulador sera
f(D) =D(D*+1)
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Aplicamos el anulador a la ecuacién diferencial
[D(D? + 1)]D%y = [D(D* + 1)](1 + sen(x))
Como el anulador convierte a la funcién q(x) en cero, entonces la ecuacién dife-
rencial no homogénea se convierte en una ecuacion diferencial lineal homogénea
asociada.
[D(D? +1)]D?y =0
A continuacidn, se plantea su ecuacién auxiliar
[m(m?+1D)m?=0 -> m3(m?+1)=0
Las raices que dan solucidn a la ecuacién anterior son
m=my,=my3=0 my=i, mg=—i
y se plantea el conjunto fundamental de soluciones con los valores de las raices de m
C.F.S.={1, x, x?, cos(x), sen(x)}
Se hace la combinacidn lineal del C. F. S. para obtener la forma de la nueva soluciéon
homogénea
y = C; + Cx + C3x? + C4cos(x) + Cgsen(x)
Para hallar la solucién particular, se emplea la siguiente resta de soluciones
Yo=Y ~=Yn

¥p = C3x? + Cyco0s(x) + Cssen(x)
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Ahora, se obtiene la segunda derivada para poder sustituirla en la ecuacién dife-
rencial y asi encontrar los valores de las constantes C

Vp = 2C3x — Cysen(x) + Cscos(x)
¥p = 2C3 — C4cos(x) — Cssen(x)
Se sustituye ¥, en la ecuacién diferencial
2C5 — C4cos(x) — Cssen(x) = 1 + sen(x)

Por igualdad de términos

x? 20;=1
cos(x): —-C,=0
sen(x): —C;=1

Los valores de las constantes son
C3=%, €, =0, C;=-1

por lo que la solucién particular es
1
Vp = Exz —sen(x)
La solucién general esta conformada por la suma de las soluciones homogénea y

particular
Yo =Ynt ¥

Finalmente, la solucién general de la ecuacidn diferencial es

1
Yo =Cy + Cox + Exz — sen(x)
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Problema 9

Resuelva la ecuacién diferencial
y" + 2y’ +vy = 18e?* — 4sen(x) — x>

Antecedentes
e Algebra: Conjuntos. Niimeros complejos.

e Algebra Lineal: Combinacién lineal.

Conceptos basicos para destacar

e Ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes.

e Solucion general de una ecuacién diferencial.

e Solucidon homogénea y solucion particular de una ecuacion diferencial lineal.
e Ecuacion diferencial lineal homogénea asociada.

e Ecuacion auxiliar asociada.

e Conjunto fundamental de soluciones.

e Operador diferencial.

e Operador anulador o aniquilador.

e Raices repetidas.

Solucion

Primero se obtiene la ecuacion diferencial homogénea asociada

y'+2y'+y=0
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Escribiendo esta ecuacion en términos de operadores diferenciales
(D2 +2D+1)y=0
de esta forma, su ecuacion auxiliar y sus soluciones son
m*+2m+1=0 - (m+1)2?=0

m1=m2=_1
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Planteando el conjunto fundamental de soluciones
C.F.S.={e ™, xe™™}

Se realiza la combinacioén lineal del conjunto fundamental de soluciones para for-
mar la solucién homogénea

Yh =Cie ™™ + Coxe™
Posteriormente, se obtiene la solucién particular de la ecuacién diferencial. Para
ello es necesario determinar cudl es el operador anulador para la funcién del lado
derecho de la igualdad en la ecuacién diferencial

q(x) = 18e%* — 4sen(x) — x?

Haciendo uso de la tabla de operadores anuladores.

Funcion Anulador

L1 pn
e D—-a
-1 pax (D —a)"
cos(bx), sen(bx) D% + b?
x" lcos(bx), x™ sen(bx) (D? + p?)"
e*cos(bx), e“sen(bx) D? — 2aD + (a® + b?)
x"lecos(bx), x" le*sen(bx) [D? — 2aD + (a? + b?)]™
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El anulador que convierte a la funcién g(x) en cero es
f(D) = (D - 2)(D* + 1)(D?)
Se aplica el anulador en ambos lados de la ecuacion diferencial
(D — 2)(D? + 1)(D3)(D? + 2D + 1)y

= (D — 2)(D? + 1)(D3)(18e%* — 4sen(x) — x?)
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Simplificando
(D>(D +1)*(D -2)(D*+1)y =0

Con el paso anterior se ha convertido a la ecuacion diferencial en una ecuacion dife-

rencial homogénea asociada. La nueva ecuacion auxiliar es
mMm»H(m+1)?(m—-2)(m?+1) =0
Las raices del polinomio son
m=my,=-1 mzy=my=my=0, mg=2, m;=i, mg=—i
El nuevo conjunto fundamental de soluciones queda como
C.F.S={e™ xe™, 1, x, x?, e?*, cos(x), sen(x)}
por lo tanto, la nueva solucién homogénea tiene la siguiente forma
y=Ce ™+ Coxe™ + C3 + Cux + Csx? + C4e?* + C, cos(x) + Cgsen(x)
Para obtener y, lo hacemos mediante la siguiente relacion

Yo=Y ~=Yn
Aplicando la resta
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Vp = C3 + Cyx + Csx? + Cge* + C, cos(x) + Cgsen(x)
y derivando y, tantas veces como el orden de la ecuacion diferencial
Yp = C4 + 2Csx + 2Cse** — C,sen(x) + Cg cos(x)

¥y = 2Cs + 4Cse** — C; cos(x) — Cgsen(x)
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Ahora, se sustituye a y, y a sus derivadas en la ecuacion diferencial original

(2Cs + 4Cse** — C; cos(x) — Cgsen(x))
+ 2(Cy + 2Csx + 2C4e* — C,sen(x) + Cg cos(x)) +
+(C3 + Cyx + C5x? + Cge®* + C, cos(x) + Cgsen(x)) = 18e?* — 4 sen(x) — x?

Igualdad de términos para obtener los valores de las constantes

x0: 2Cs+2C,+C3=0

x: 4Cs+C, =0
x?: C;=-1
o2, 9¢, = 18

cos(x): 203 =0
sen(x): —-2C;, = -4

Al resolver este sistema de ecuaciones se obtiene

y al sustituir los valores de los coeficientes en y, se obtiene la solucion particular
buscada
Yp = —6+ 4x —x? + 2e** + 2 cos(x)

Finalmente, sustituyendo en y; = y, + y, y para obtener la solucion general de la
ecuacion diferencial
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Yo =Cie ™ + Cyxe™ — 6+ 4x — x* + 2e** + 2 cos(x)|

Problema 10

Obtenga la solucién general de la ecuacién diferencial

D(—xD + 1)y = 2x sen?(x)




Antecedentes
e Algebra: Conjuntos. Niimeros complejos. Identidades trigonométricas.
e Algebra Lineal: Combinacién lineal.

Conceptos basicos para destacar
e Ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes.

e Solucion general de una ecuacién diferencial.

e Solucion homogénea y solucion particular de una ecuacion diferencial lineal.

e Ecuacion diferencial lineal homogénea asociada.
e Ecuacion auxiliar asociada.

e Conjunto fundamental de soluciones.

e Operador anulador o aniquilador.

e Raices repetidas.

Solucion
Desarrollando los operadores diferenciales y simplificando

(=xD?> — D + D)y = 2xsen’(x) - (—xD?)y = 2xsen?(x)
—xy" = 2xsen?(x) - y"” =-2sen?(x)

Utilizando la identidad trigonométrica

v 2(1 cos(Zx))
A VN

al simplificar, la ecuacién diferencial queda como
y'"" =cos (2x) — 1
Para la ecuacion diferencial homogénea asociada se tiene

y"=0 - D*’y=0
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de donde la ecuacién auxiliar asociada es

cuya solucién son dos raices nulas repetidas. Por lo tanto, la solucién homogénea
de la ecuacidn diferencial es
Yy = C]_ + sz

Para la solucién particular se busca un aniquilador que al multiplicarlo a la funcién

q(x) = cos (2x) — 1 de la ecuacion diferencial la convierta en cero.

Funcion Anulador

L1 pn
e D—a
-1 gax (D —a)"
cos(bx),  sen(bx) D? + b2
x" lcos(bx), x™ sen(bx) (D? + p?)"
e**cos(bx), esen(bx) D? — 2aD + (a? + b?)
x" le%*cos(bx), x" le*sen(bx) [D? — 2aD + (a? + b?)]"

Proponiendo el siguiente aniquilador
f(D) = D(D? +4)
y aplicando este aniquilador en la ecuacién diferencial
[D(D? + 4)]D?y = [D(D? + 4)](cos (2x) — 1)
[D}(D* +4)]y =0
la ecuacién auxiliar queda como

m3(m?2+4)=0
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ahora, se propone una nueva soluciéon homogénea
y = C; + C,x + C3x?% + C,cos (2x) + Cssen(2x)

quitando los términos repetidos mediante la siguiente resta de soluciones y, =y —

vy, y asi obtener la solucion particular
Yp = C3x° + C4c0s (2x) + Cssen(2x)
derivando dos veces esta solucion para sustituirla en la ecuacion diferencial
Vp = 2C3x — 2C,sen(2x) + 2Cscos(2x) - y, =
= 2C; —4C, cos(2x) — 4Cssen(2x)
La ecuacidn diferencial queda como
2C5 — 4C4 cos(2x) — 4Cssen(2x) = cos (2x) — 1
Los valores de C3, C, y Cs5 se pueden encontrar por igualdad de componentes
R: 20;=-1

cos(2x): —4C,=1
sen(2x): —4Cs=0
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por lo que la soluciéon particular de la ecuacidn diferencial es

= —— 2 __
Vp X 4cos(Zx)

Finalmente, se obtiene la solucién general a partir de la suma de las soluciones ho-
mogénea y particular
Yo =YutYp

1, 1
yG=C1+CZx—§x _ZCOS (2x)
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Problema 11

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial
y"' —4y" +5y" — 2y = —6e* 4 10cos (x)

Antecedentes
e Algebra: Conjuntos. Niimeros complejos.
e Algebra Lineal: Combinacién lineal.

Conceptos basicos para destacar

e Ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes.

e Solucion general de una ecuacién diferencial.

e Soluciéon homogénea y solucidn particular de una ecuacion diferencial lineal.
e Ecuacion diferencial lineal homogénea asociada.

e Ecuacion auxiliar asociada.

e Conjunto fundamental de soluciones.

e Operador anulador o aniquilador.

e Raices repetidas.

Solucién
Puesto que se trata de una ecuacidn diferencial lineal su solucidn general se puede

escribir de la siguiente forma
Y6 =YntYp
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El primer paso es obtener la ecuacion diferencial homogénea asociada y expresarla
en términos del operador diferencial

y" —4y"+5y'—2y=0 —> (D®*—-4D*+5D—-2)y=0
su ecuacion auxiliar asociada se representa como

m3—4m?>+5m—-2=0
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Al resolver el polinomio se tiene que las raices son
m=m,=1 my=2

con los valores de m se plantea el conjunto fundamental de soluciones

C.F.S.={e* xe* e?}
al hacer combinacion lineal con el C.F.S. se llega a la solucién homogénea de la
ecuacion diferencial

yp = Cre* + Cyxe* + Cze?*
Para obtener la solucion particular es necesario encontrar el operador diferencial
anulador de la funciéon que estd del lado derecho de la igualdad en la ecuacion
diferencial

q(x) = —6e* + 10cos (x)

De la tabla de operadores anuladores

Funcion Anulador
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L1 pn
e D—a
y—1gax (D — a)"
cos(bx),  sen(bx) D? + b2
x" lcos(bx), x" lsen(bx) (D? + bH)™
e*cos(bx), e“sen(bx) D? —2aD + (a? + b?)
x" le%*cos(bx), x" le**sen(bx) [D? — 2aD + (a? + b?)]"

El anulador de la funcién q(x) es

fD) =@ -1D)(D*+1)




Ahora, se escribe la ecuacién diferencial en términos de operadores diferenciales
(D3 —4D* + 5D — 2)y = —6e* + 10cos (x)
Aplicamos el anulador en ambos lados de la ecuacién diferencial
(D — 1)(D? + 1)(D3 — 4D? + 5D — 2)y = (D — 1)(D? + 1)(—6e* + 10cos (x))

como el anulador convierte a la funcidon g(x) en cero, entonces se obtiene una ecua-

cién diferencial homogénea asociada
(D —1)(D?> +1)(D® —4D?+5D - 2)y =0
La ecuacidn auxiliar asociada es
m-1DmM?*+1)(m-1)*(m-2)=0 - Mm-13m-2)(m?+1)=0

al resolver el polinomio se tienen las siguientes raices

Planteando el conjunto fundamental de soluciones
C.F.S.={e*, xe*, e?*, x%e*, cos(x), sen(x)}

haciendo combinacién lineal con el C.F.S. para conseguir una nueva solucién ho-

mogénea
y = Cie* + Cyxe* + C3e%* + Cyx?e™ + Cscos (x) + Cgsen(x)

Para obtener la solucién particular se realiza la resta entre las soluciones homo-
géneas

Yo=Y —n
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por lo que se obtiene la siguiente expresidon
Yp = Cyx?e”* + Cs cos(x) + Cssen(x)
Derivando y, tantas veces como el orden de la ecuacion diferencial
Vp = 2C,xe™ + Cyx?e* — Cssen(x) + Cq cos(x)
¥y = 2C,e* + 4Cyxe* + Cyx%e* — Cs5 cos(x) — Cgsen(x)
¥y = 6C.e* + 6C,xe* + Cyux?e” + Cssen(x) — Cg cos(x)
se sustituye a y, y sus derivadas en la ecuacion diferencial original
6C,e* + 6C,xe* + Cyx?e™ + Cgsen(x) — Cg cos(x)
— 4(2C,e* + 4C,xe™ + Cyx%e* — Cs cos(x) — Cesen(x))
+ 5(2C4xe* + Cyx%e* — Cssen(x) + Cq cos(x))
— 2(Cyx?e* + C5 cos(x) + Cesen(x)) = —6e* + 10cos (x)
igualando términos
ex: 6C4 - 8C4_ = _6
xe*: 6C, —16C, +10C, =0
xzex: C4_4C4+5C4_—2C4 =0

sen(x): Cg—4Ce—10Cs —2C, =0
cos(x): —Cg+4Cs+5C,—2C5 =10

al resolver el sistema de ecuaciones se obtienen los valores de las constantes C

La solucién particular es

¥p = 3x%e* 4 cos(x) + 2sen(x)
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Finalmente, la solucién general de la ecuacidon diferencial es

|yG = C,e* + C,xe* + Cz3e?* + 3x2%e* + cos(x) + Zsen(x)|

Problema 12

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial

3
y" + 9y = sen? (E t)
Antecedentes
e Algebra: Conjuntos. Niimeros complejos. Identidades trigonométricas.

o Algebra lineal: Dependencia lineal. Combinacién lineal.

Conceptos basicos para destacar

e Ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes.

e Solucion general de una ecuacion diferencial.

e Solucion homogénea y solucion particular de una ecuacion diferencial lineal.
e Ecuacion diferencial lineal homogénea asociada.

e Ecuacion auxiliar asociada.

e Conjunto fundamental de soluciones.

e Coeficientes indeterminados.

e Raices repetidas.
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Solucién
Primero, se reescribe la ecuacion diferencial empleando una identidad

trigonométrica
1 — cos(3t)

I19
y +9y 2

Obteniendo la solucién homogénea asociada

y'"+9y=0 - (D*+9y=0




Su ecuacién auxiliar asociada se representa como
m2+9=0
Los valores m que satisfacen la ecuacion son el par de raices complejas
m,; = 3i, m, = —3i

El conjunto fundamental de soluciones con las raices complejas es el siguiente

C.F.S.={cos(3t), sen(3t)}
La solucién homogénea es

vy, = Cycos(3t) + C,sen(3t)

Para encontrar la solucién particular se empleara el método de coeficientes inde-

terminados, para lo que se propone
yp = A+ t(Bcos(3t) + Csen(3t))

Donde la variable t que multiplica a las funciones trigonométricas se agrega porque
se tiene dependencia lineal. Obteniendo la segunda derivada de y,

¥p = t(=3Bsen(3t) + 3Ccos(3t)) + (Bcos(3t) + Csen(3t))
¥p = (3tC + B)cos(3t) + (—3tB + C)sen(3t)
¥p = —3(3tC + B)sen(3t) + 3Ccos(3t) + 3(—3tB + C)cos(3t) — 3Bsen(3t)

¥y = (=9tB + 6C)cos(3t) + (=9tC — 6B)sen(3t)
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Sustituyendo los términos correspondientes en la ecuacidn diferencial

(—9tB + 6C)cos(3t) + (—9tC — 6B)sen(3t) + 9[A4 + t(Bcos(3t) + Csen(3t))]

11 3t
=3 2cos( )

Igualando términos para asi formar un sistema de ecuaciones que nos permita en-
contrar los valoresde 4, B,y C

1
cos(3t): —9tB+6C + —9tB = —3

sen(3t): —9tC—-6B+9C =0
t°: 94 = L
' T2

Del sistema de ecuaciones

1

9A—§ d A—1—8
6C = L C= !
- 12
—6B=0 - B=0
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Por lo cual la solucion particular queda como

= ! 1t 3t
Yo = 1g 12 t5en(3D)

La solucidn general de la ecuacion diferencial es

1 1
y¢ = Cycos(3t) + C,sen(3t) + T Etsen(Bt)
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Problema 13

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial
y'+7y' +10y = e 2 -8t + 2

Antecedentes
e Algebra: Conjuntos. Niimeros complejos.

e Algebra Lineal: Dependencia lineal.

Conceptos basicos para destacar

e Ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes.

e Solucion general de una ecuacidn diferencial.

e Soluciéon homogénea y solucion particular de una ecuacion diferencial lineal.
e Ecuacion diferencial lineal homogénea asociada.

e Ecuacion auxiliar asociada.

e Conjunto fundamental de soluciones.

e Coeficientes indeterminados.

Solucién
Lo primero es obtener la solucion homogénea, entonces se escribe su ecuacion dife-
rencial homogénea asociada

y'+7y"+10y=0

Esta ecuacion expresada en términos del operador diferencial queda como
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(D2+7D+10)y=0 - (D+5)(D+2)y=0

Cuya ecuacion auxiliar es
(m+5(m+2)=0

A partir de los factores lineales que conforman la ecuacién auxiliar se puede obser-
var que los valores de m son




El conjunto fundamental de soluciones es
C.F.S.={e™>t, e72t}

y la solucion homogénea de la ecuaciéon diferencial queda como
yn = Cie 5t + C,e™2t

Para la solucion particular se empleara el método de coeficientes indeterminados y

como del lado derecho de la igualdad de la ecuacion diferencial se tiene
qt) =e 2t —8t+2

Entonces, se propone a la funcién
yp = A+ Bt +Cte™?*

-2t

donde el término te <" indica dependencia lineal. Posteriormente, como la ecuacién

diferencial del problema es de orden 2 entonces se obtiene la segunda derivada de y,
yp =B+ C(-2te™? + e ?) =B + Ce * (-2t + 1)
¥y = C(=2e7%" +2e72' (2t + 1)) = Ce " (4t — 4)

Sustituyendo los valores de las derivadas en la ecuacién diferencial original y resol-
viendo el sistema

Ce (4t —4)+ 7[B+Ce ™ 2(=2t+1)] + 10(A+ Bt + Cte™?") = e 2t — 8t + 2

4Cte %t —14Cte 2t + 10Cte %t —4Ce 2t + 7Ce ?* + 7B+ 104 + 10Bt
=e 2t —-8t+2

3Ce ™' +7B+10A+ 10Bt =e %' —8t+2
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Igualando términos
e %t 3C=1

t: 10B = -8

t%: 7B+ 10A=2

3C=1 Cc !
= - = —
3

4

10B=-8 —» B=-—-

5
7B+ 10A =2 10A =2 7( 4) A 19
= e = — —_— - e pp—
5 25

Por lo tanto, la solucién particular de la ecuacion diferencial es

19 41,
=25 5" T3

La solucién general se obtiene de la suma de la solucién homogénea y la solucién
particular, esto es
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Y6 =Ynt Y
19 4 1
_ -5t -2t -7 * T2t
ye = C1e7>" + Cye +25 5t+3te
Problema 14
Resuelva la ecuacién diferencial
d’y dy

W+a—2y=cos (3%)
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Antecedentes
e Algebra: Conjuntos. Regla de Cramer.

e Algebra Lineal: Combinacién lineal.

Conceptos basicos para destacar

e Ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes.

e Solucion general de una ecuacién diferencial.

e Solucion homogénea y solucidn particular de una ecuacion diferencial lineal.
e Ecuacion diferencial lineal homogénea asociada.

e Ecuacion auxiliar asociada.

e Conjunto fundamental de soluciones.

e (Coeficientes indeterminados.

Solucion
Reescribiendo la ecuacién diferencial en términos del operador diferencial

(D? + D — 2)y = cos (3x)
Donde la ecuacidn diferencial homogénea asociada es
(D> +D—-2)y=0
A su vez, la ecuacion auxiliar es

m’+m-2=0 - (m+2)(m-1)=0
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Las raices sonm; = —2y m, = 1. Entonces, el conjunto fundamental de soluciones es
C.F.S.={e %%, e*}

Haciendo combinacion lineal con el C.F.S. para llegar a la solucién homogénea de
la ecuacioén diferencial
yp = Cie 2 + Cye”




La solucién particular se encontrara utilizando coeficientes indeterminados. Del

lado derecho de la ecuacion diferencial se tiene

q(x) = cos (3x)

La funcién q(x) tiene como raices +v/3i y son diferentes a las raices de la solucién

complementaria. Por lo tanto, la forma de la solucién particular es
¥p = Acos (3x) + Bsen(3x)

Derivando dos veces
¥p = —3Asen(3x) + 3Bcos (3x)

yy = —94 cos(3x) — 9Bsen(3x)

Sustituyendo y,, y sus derivadas en la ecuacion diferencial original

(—=9Acos (3x) —9Bsen(3x)) + (—3A4sen(3x) + 3Bcos (3x)) — 2(Acos (3x)
+ Bsen(3x)) = cos (3x)

Factorizando

(=94 + 3B — 2A)cos (3x) + (—9B — 34 — 2B)sen(3x) = cos (3x)
Igualando términos
cos(3x): —11A+3B=1
sen(3x): —3A—-11B=0

Para encontrar los valores de A y B se empleara la regla de Cramer

_ |(1) _i1| _on 11
—11

A 3 |—
-3 -11

T121+9 130
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-11 1
-11 3 | 121+9 130
-3 -11

La solucién particular queda como

1 3
Yp = —mcos (3x) + msen(?)x)

La solucién general es la suma de las soluciones homogénea y particular

Y6 =YntYp

Por lo tanto, la soluciéon general de la ecuacion diferencial es

11 3
— -2x x _
Ve = Cie " + Cye 130 cos (3x) + 130 sen(3x)

Problema 15

Encuentre la solucién general de la ecuaciéon diferencial

d’y dy .
@—a— 10+5€
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Antecedentes

e Algebra: Conjuntos.

e Calculo Diferencial: Notacion de Lagrange y Leibniz para la derivada.
Derivacion. Derivada de un producto.

e Algebra Lineal: Dependencia lineal.

Conceptos basicos para destacar

e Ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes.
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e Solucion general de una ecuacidn diferencial.

e Soluciéon homogénea y solucion particular de una ecuacion diferencial lineal.
e Ecuacion diferencial lineal homogénea asociada.

e Ecuacion auxiliar asociada.

e Conjunto fundamental de soluciones.

e Coeficientes indeterminados.

e Raices repetidas.

Solucion

La ecuacidn diferencial en términos del operador D es
(D> -D)y=10+5e* - DD —-1)y=10+ 5e*
Obteniendo la ecuacion diferencial homogénea asociada tenemos
DMD-1)y=0

La ecuacion auxiliar es
mim—-1)=0

Cuyas raices son
m=0y m,=1

El conjunto fundamental de soluciones queda como

C.F.S.={1, e*}
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La solucién homogénea de la ecuacidn diferencial es

Yp=C, + Cye”

Para la solucién particular se utilizara el método de coeficientes indeterminados.
Para ello, se analiza la funcidn del lado derecho en la igualdad de la ecuacion dife-
rencial

q(x) = 10 + 5e*




La funcién q(x) tiene como raices 0 y 1, por ser raices repetidas a las obtenidas en

la soluciéon homogénea. Por lo tanto, la forma de la solucion particular es
Yp = Ax + Bxe*

Donde las variables x hacen que la solucién sea linealmente independiente. Deri-
vando dos veces a esta solucion

yp = A+ Be* + Bxe*
yp = Be* + Be* + Bxe* = 2Be* + Bxe*
Sustituyendo estas derivadas en la ecuacidn diferencial original
(2Be* + Bxe*) — (A + Be* + Bxe*) = 10 + 5e*
Factorizando e igualando términos
—A+ Be* =10+ 5e*

-A=10 -»> A=-10

Por lo tanto, la solucién particular de la ecuacion diferencial es
¥p = —10x + 5xe*

La solucién general se obtiene al sumar las soluciones homogénea y particular

Ye =YntYp

ve = C; + C,e* —10x + 5xe”*
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Problema 16

Utilice el método de coeficientes indeterminados para obtener la solucién general

de la ecuacién diferencial

yIV —y= e X

Antecedentes

o Algebra: Conjuntos. Niimeros complejos.

Calculo Diferencial: Derivada de un producto.

e Algebra Lineal: Dependencia lineal.

Conceptos basicos para destacar

Ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes.

Solucion general de una ecuacidn diferencial.

Solucion homogénea y solucion particular de una ecuacion diferencial lineal.
Ecuacion diferencial lineal homogénea asociada.

Ecuacién auxiliar asociada.

Conjunto fundamental de soluciones.

Coeficientes indeterminados.

Solucion

Expresando a la ecuacion diferencial en términos de su operador diferencial

(D' —Dy=e*

Obteniendo la ecuacion diferencial homogénea asociada y la ecuacion auxiliar

(D*-1)y=0

(m*-1)=0

Encontrando los valores de m en la ecuacién auxiliar

m?*+1)(m+1)(m-1)=0

ml = 1, mz = _1, m3 = i, m4_ = _i
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El conjunto fundamental de soluciones queda como
C.F.S.={e*, e™™, cos(x), sen(x)}
La solucion homogénea de la ecuacidn diferencial es
yn = Cie* + C,e™ + C5cos(x) +C, sen(x)
Para la solucién particular se propone la funcion
y = Axe™

donde la variable x se agrega para evitar la dependencia lineal. Derivando cuatro
veces esta funcién

y' = —Axe ™ + Ae™*

y" = Axe™*—24e™*

y'" = —Axe *+34e™*

yV = Axe™*—4Ae™*
Sustituyendo en la ecuacién diferencial original para hallar el valor de A

(Axe™*—4Ae ™) — (Axe™) =e™ > —4Ae ¥ =¢e*
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—44A=1 - A=-=

La solucidn particular queda como




Finalmente, la solucién general se forma al sumar la solucién homogénea y la solu-

cion particular

Y6 =Ynt Y

1
ye = Cie* + C,e™ + C5cos(x) + C, sen(x) — er‘x

Problema 17

Sea la ecuacion diferencial

sec?(x)y" +y = sec(x) — tan?(x)y

encuentre una solucion particular:

a) Mediante el método de coeficientes indeterminados

b) Utilizando variacién de parametros

Antecedentes

Algebra: Conjuntos. Identidades trigonométricas.
Numeros complejos. Regla de Cramer.

Calculo Diferencial: Derivacion. Derivada de un producto.
Algebra Lineal: Dependencia lineal. Wronskiano.

Calculo Integral. Integracion por cambio de variable.

Conceptos basicos para destacar

Ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes.
Solucién general de una ecuacidn diferencial.

Solucién homogénea y solucion particular de una ecuacién
diferencial lineal.

Ecuacion diferencial lineal homogénea asociada.

Ecuacién auxiliar asociada.

Conjunto fundamental de soluciones.

Operador anulador o aniquilador.
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e Variacion de parametros
e Raices repetidas.

Solucion

Primero, la ecuacidn diferencial puede reescribirse como
sec?(x)y” + (1 + tan?(x))y = sec(x) - sec?(x)y” + sec?(x)y =sec(x)
Luego, se divide la expresién anterior entre sec?(x)
y" 4+ y = cos (x)

La ecuacidn diferencial homogénea asociada es

y'+y=0
Expresada en términos de operadores diferenciales, esta ecuacion

(P?+1)y=0

De donde la ecuacion auxiliar es la siguiente

m>+1=0

Las raices que dan solucidn a la ecuacion auxiliar son
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my; = i, m, = —i
El conjunto fundamental de soluciones formado por las raices complejas queda de
la siguiente manera
C.F.S.={cos(x), sen(x)}

La solucién homogénea de la ecuacidn diferencial queda como

Y = C;cos (x) + C,sen(x)




Del lado derecho de la igualdad de la ecuacion diferencial se tiene una funcién
coseno por lo que se propondria una funcién

¥p = Acos(x) + Bsen(x)

Sin embargo, la solucién homogénea tiene esos mismos términos, asi que para evi-

tar la dependencia lineal se propone la siguiente funcién como solucién particular
yp = Axcos(x) + Bxsen(x)
Obteniendo la segunda derivada de y,
¥p = —Axsen(x) + Acos(x) + Bxcos(x) + Bsen(x)
yp = —2Asen(x) + 2Bcos(x) — Axcos(x) — Bxsen(x)
Sustituyendo y, y ¥, en la ecuacién diferencial

(—2Asen(x) + 2Bcos(x) — Axcos(x) — Bxsen(x)) + (Axcos(x) + Bxsen(x))
= cos (x)

—2Asen(x) + 2Bcos(x) = cos (x)

Por igualdad de términos

N| =

A=0y B=

La solucidn particular de la ecuacién diferencial es

1
Vp = Exsen(x)
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La solucién general es la suma de las soluciones obtenidas

Y6 =YntYp

1
Y¢ = C; cos(x) + Cysen(x) + ixsen(x)

b) Variaciéon de parametros

Empleando el método de variacion de parametros y proponiendo a la siguiente fun-
cién como solucion particular

Yp = Y1uq (X) + you,(x)
Donde la solucién particular propuesta debe de satisfacer el sistema
y1ur () + youp(x) = 0
y1us (x) + yau,(x) = f(x)
Para este caso y; = cos(x), y, = sen(x), f(x) = cos (x)
¥p = cos(x)u, (x) + sen(x)u,(x)

Ademas, se tiene que hallar el wronskiano que involucra alos valores de y;, y, y sus
derivadas

W) =l 7|

cos(x) sen(x)| _
sen(x) cos(x)|

Wy, y2) =

Para obtener el valor de u; (x) se usala regla de Cramer

V2

0
Mi=lr
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0 sen(x)| _

cos (x) cos(x)| —sen(x)cos (x)

Wl =

ui(x) = % = —sen(x)cos (x)

u (x) = f(—sen(x)cos(x)) dx = —%senz(x)

Ahora, para u,(x)
V1

0
W2 =1y f(x)|

cos(x) 0 |
sen(x) cos(x)

2 =

= cos?(x)
uy(x) = % = cos?(x)

u(x) = f cos?(x) dx

Para poder resolver esta integral que involucra un coseno al cuadrado se usa una
identidad trigonométrica

f 1+1 (2x) |d _1 +1 2
5 t5c0s(2x) |dx = x 4sen( x)

Por lo tanto, la solucién particular es

Vp = (—%sen2 (x)) cos(x) + (%x + %sen(Zx)) sen(x)

Simplificando y empleando la identidad trigonométrica sen(2x) = 2sen(x)cos(x)

Vp = —%sen2 (x) cos(x) + %xsen(x) + %(Zsen(x)cos(x))sen(x)

1 1 1 1
Vp = — Esen2 (x) cos(x) + Exsen(x) + Esen2 (x) cos(x) = Exsen(x)

’

3D1AaNI

_|
m
>
=
_|
m
>
N
-
m
>
w
_|
m
<
>
>
>
)
=
0
>
@)
o
=z
m
wn




’

3D1AaNI

Nuevamente, la solucion general es

1
y¢ = C; cos(x) + Cysen(x) + Exsen(x)

Problema 18

Resolver la siguiente ecuacion diferencial

yn +yl + eZty — e—3t

si se sabe que el conjunto solucién es
{5cos(e™t) — 89sen(e~t), —7cos(e™t), 45sen(e ')}

Antecedentes
e Algebra: Conjuntos. Regla de Cramer.
e Algebra Lineal: Dependencia lineal. Wronskiano.

e (élculo Integral: Integracion por partes.

Conceptos basicos para destacar
e Ecuacion diferencial lineal de coeficientes variables.
e Solucion general de una ecuacion diferencial.

e Solucion homogénea y solucion particular de una ecuacion diferencial lineal.
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e Conjunto fundamental de soluciones.
e Operador anulador o aniquilador.
e Variacidn de parametros.

e Raices repetidas.

Solucién
Debido a que la ecuacién diferencial es de coeficientes variables, la solucion de esta

se obtiene por el método variacion de parametros. A partir del conjunto funda-




mental de soluciones dado en el problema, el cual es linealmente dependiente, se

puede conseguir la solucién homogénea
yn = Cycos(e™) + Cysen(e™)

Planteando la solucion particular que se encontrara con el método de variaciéon de
parametros

Yp = Y1uq (8) + yous(8)
Se debe de satisfacer el sistema
y1us () + you,(t) = 0
y1ur () + y2uy () = £(6)

Donde y; = cos(e™), y, = sen(e™) y f(t) = e~3%. La solucién particular también
se puede escribir como

¥p = cos(e™u, (t) + sen(e Du,(t)
Empleando un wronskiano con los valores de y,

_ Y1 Y2
cos(e™® sen(e™?)
e 'sen(et) —e tcos(e™)

= —e'(cos?(e ") +sen®(e7"))

W = —et
Obteniendo el valor de u, (t) dado por

() = f () dt
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donde
, Wy
w (1) = W
0 ¥
W, = 2
ERVIGES”
Sustituyendo valores
0 sen(e™t) _ _
W= e=3 —etcos(e~t)l —e Ysen(e™)
—e 3tsen(et
ui(t) = Ze Tsen(en) e ?tsen(e™t)

—et

u, (t) = f(e‘Ztsen(e‘t)) dt

La solucidn a dicha integral se realiza por partes

u;(t) = e tcos(e ) —sen(e™)

Para u,(t)
u,(t) = fu’z(t) dt
donde
' (t _WZ
uy(t) = W
V1 0 |
W, =["
20y
Sustituyendo valores
cos(e™®) 0

= e 3tcos(e™®)

W, = | -3t

—e7tsen(e7?) e
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e 3tcos(e™t)

= = —e ?tcos(e™)

up(t) =

u,(t) = f —e %tcos(e ) dt
Esta integral también se resuelve por partes
u,(t) = —e~tsen(e ) — cos(e™)
Sustituyendo valores en y, y simplificando

yp = cos(e ") (e cos(e™) —sen(e™)) + sen(e~F) (e !sen(e~*) + cos(e™H))
= e t(cos?(e™t) + sen?(e™))

Yp = et

La solucién general se obtiene de la suma de la solucién homogénea y la solucién
particular

Y6 =YntYp

Por ultimo, la solucién general de la ecuacién diferencial queda como

|yG = C;cos (e7%) + C,sen(e™) + e‘t|
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Problema 19

Resuelva la ecuacién diferencial
y' =4y + 4y = (x + 1)e*

empleando el método de variaciéon de parametros.
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Antecedentes
e Algebra: Conjuntos. Regla de Cramer.
e Algebra Lineal: Dependencia lineal. Wronskiano.

Conceptos basicos para destacar

e Ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes.

e Solucion general de una ecuacidn diferencial.

e Soluciéon homogénea y solucion particular de una ecuacion diferencial lineal.
e Ecuacion diferencial lineal homogénea asociada.

e Ecuacion auxiliar asociada.

e Conjunto fundamental de soluciones.

e Raices repetidas.

e Variacidn de parametros.

Solucién
La ecuacidn diferencial homogénea asociada es

y'—4y'+4y=0 > (D*—4D+4)y=0
De donde su ecuacidn auxiliar es la siguiente
m?—4m+4=0 - (m-2)2=0

Los valores de m son

m=m, =2

_|
m
>
=
_|
m
>
N
-
m
>
w
_|
m
<
>
>
>
)
=
0
>
@)
o
=z
m
wn

El conjunto fundamental de soluciones de las raices repetidas es
C.F.S.={e?*, xe*}
La solucién homogénea de la ecuacidn diferencial es

yn = Ce?* + Cyxe?™
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Para la solucién particular se propone

Yp = Y1uq (X) + you,(x)

La cual se resuelve por el método de variaciéon de parametros y que debe de satis-
facer el sistema

y1ur (X) + youp(x) = 0
y1us (x) + yau,(x) = f(x)
Donde y; = e?*,y, = xe?** y f(x) = (x + 1)e**
Vp = e2¥uy (x) 4+ xe**u,(x)

El wronskiano del sistema anterior es

Vi Y2
W = ’ !
Vi )’2|
2x 2x
e xe
W=, 2x (€2 + 2xe?)| = e + 2xe*™ — 2xe**
W =e**

Obteniendo los valores de u; (x) y de u,(x) usando la regla de Cramer

b = [uiedx
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0 V2

"i=lr v

/ Wl
ui(x) = W

w, = 0 xe’ =0—xe?[(x + 1)e?]
7 (x + 1)e?* (e + 2xe?)

W, = —x(x + 1e*




_ 4x
w0 = 2Er DT )
5 x3  x?
w(x)=|(—x*—x)dx = 37

u,(x) = f us(x) dx

, _ w,
Uz (x) = %
W, = |
2 }’1 f(x)
e 0

W, = ZX[(x+1)e**] -0

2e%  (x+1)ex| = ¢
W, = (x + 1)e**

2( )_M_x_}_l

xZ
u,(x) = | (x + 1)dx =7+x

Sustituyendo valores en y, y simplificando
x3  x? x? x3 x? x3
Vp = (—?—7>e2x + <7+x>xe2" = (—?—7+7+x2>e2x

La solucién particular de la ecuacién diferencial queda como

Para la solucién general se suman las soluciones homogénea y particular

Y6 =YntYp
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entonces, la solucion general de la ecuacién diferencial es

3 2

x
ye = Cie** + Cyxe™™ +?ezx +7e2"

Problema 20

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial lineal

4y" + 36y = csc(3x)

Antecedentes

Algebra: Conjuntos. Identidades trigonométricas. Nimeros complejos.
Regla de Cramer.

Algebra Lineal: Dependencia lineal. Wronskiano.

Calculo Integral: Integracion inmediata. Integraciéon por cambio de variable.

Conceptos basicos para destacar

Ecuacién diferencial lineal de coeficientes constantes.

Solucién general de una ecuacién diferencial.

Solucién homogénea y solucion particular de una ecuacion diferencial lineal.

Ecuacion diferencial lineal homogénea asociada.
Ecuacién auxiliar asociada.

Conjunto fundamental de soluciones.

Operador anulador o aniquilador.

Variaciéon de parametros.

Solucion

Dividiendo la ecuacién diferencial entre 4

1
y'+9y = chc(Bx)
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La ecuacidn diferencial homogénea asociada es
y'+9y=0 - (D*4+9y=0
Por lo tanto, la ecuacion auxiliar es
m*+9=0 - m?’=-9
Los valores de m son el par conjugado
m,; = 3i, m, = —=3i
El conjunto fundamental de soluciones es
C.F.S.={cos (3x), sen(3x)}
La solucién homogénea de la ecuacién diferencial es
Y, = C;cos(3x) + C,sen(3x)
Para la solucién particular se propone
Yp = Y1uq (X) + you,(x)
Se debe de satisfacer el sistema
y1ur (X) + youp(x) = 0
y1us (x) + yau(x) = f(x)
Donde y; = cos(3x),y, =sen(3x) y f(x) = %csc(Sx)

¥p = cos(3x)u, (x) + sen(3x)u,(x)
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Ademas, se obtiene el wronskiano del sistema

V1 YZ|

cos(3x) sen(3x)

~ |=3sen(3x) 3cos(3x)| 3(cos?(3x) + sen?(3x))

wW=3

Para los valores de las funciones u(x) se usala regla de Cramer

0 = [l (dx

by W
w(x) = W
0 V2
W, = ,
Ul vz
0 sen(3x)
w,=|1 =—— 3 3
! chc(Bx) 3cos(3x) 4CSC( x)sen(3x)
W, = 1
17 g
u; (x) = 12
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1 1
u(x) = f —de =-33*

U, (x) = j uj(x) dx

’ WZ
uz(x) = A

Y1

0
%=ﬂfm|
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cos(3x) 0 1
W, = 1 =— 3 3
Z2 7 |-3sen(3x) chc(Bx) 4COS( x)esc(3x)
_ 1cos(3x)
2™ 4sen(3x)
_1cos(3x)
() = 4sen(3x) _ 1 cos(3x)
2 3 12 sen(3x)
1 cos(3x)
uy(x) =

— x
12sen(3x)
Para resolver esta integral se realiza un cambio de variable

v =sen(3x), dv = 3cos(3x)dx

w0 = (53) (5)[ 7 =5

u,(x) = %ln(sen(Sx))

La solucidn particular de la ecuacién diferencial queda como

1 1
Y, =— Excos(3x) + T3 ln(sen(3x))sen(3x)

Para la solucién general se suman las soluciones obtenidas
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Ye =Yntp

Por ultimo, la solucién general de la ecuacion diferencial es

1 1
ve = Cycos(3x) + Cysen(3x) + —Excos(Sx) + %ln(sen(Sx))senGx)
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Problema 21

Encuentre la solucién general de la ecuacidén diferencial

1
y —y= "
Antecedentes
e Algebra: Conjuntos. Regla de Cramer.

e (alculo Diferencial: Derivacion.

e Algebra Lineal: Dependencia lineal. Wronskiano.

Conceptos basicos para destacar

e Ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes.

e Solucion general de una ecuacion diferencial.

e Solucion homogénea y solucion particular de una ecuacion diferencial lineal.
e Ecuacion diferencial lineal homogénea asociada.

e Ecuacién auxiliar asociada.

e Conjunto fundamental de soluciones.

e Variacién de parametros.

Solucién
La ecuacién diferencial homogénea asociada es

y'-y=0 - (D*-1y=0

Donde la ecuacidn auxiliar y su solucién son
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m>—1=0 - m?=1

m1=1, m2=_1

Planteando el conjunto fundamental de soluciones

C.F.S.={e*, e}
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La solucién homogénea de la ecuacidn diferencial es
Yp = Cie* +Cre™

Debido a que la ecuacidn diferencial tiene en su lado derecho a la funcion

1
o0 ==

Entonces, no se puede usar un operador anulador o el método de coeficientes inde-

terminados para encontrar la solucién particular. Por lo tanto, se usara el método

de variacion de parametros para lo cual se propone
Yp = Yiuq (x) + you,(x)
Esta solucién debe de satisfacer el siguiente sistema
y1ur (X)) + youp(x) = 0
y1us (%) + yaus(x) = f(x)

Donde

1
V1= exl V2 =e—x’ f(x) =;

La solucién particular queda como
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Yp = e u (x) + e uy(x)

Ademas, se obtiene el wronskiano del sistema

Y1 Y2
e* e™*
W= o _x|=—e°—e°




Encontrando el valor de la funcién u; (x) usando la regla de Cramer

U (x) = f uy (x)dx

’ W1
up(x) = W
0 V2

"i=lrw v

le™™*
w) = -5

Como la integral que definen a u; (x) no se puede expresar en términos de funciones

elementales, entonces solo se expresa como

Ahora, obteniendo el valor de u, (x)

Uy (x) = f us(x) dx

, W,
u(x) = W

1

wy =P
2Tl feo
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X
uy(0) = —5—

u,(x) = —fex—xdx

De la misma forma que con u, (x), la integral de la funcién u,(x) se expresa sim-

plemente como

xet

uz(x)=—§ ?dt

Xo

Por lo tanto, la solucién particular queda como

1 (*et 1 (*et
=(—c| Z—at)er+(-2| Zat)e*
w=(a Far)er (2] )

Simplificando esta solucién

La solucion general esta formada por la suma de las soluciones homogénea y par-
ticular

Y6 =YntYp

o= ([ )
G 1 2 2 ” t 2
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Problema 22

Usando el método de variacion de parametros, demuestre que la funcién

1
y=— Excos(x)
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es solucidn particular de la siguiente ecuacion diferencial
y" +y = sen(x)
Ademas, encuentre su soluciéon general.

Antecedentes

e Algebra: Conjuntos. Identidades trigonométricas.
Numeros complejos. Regla de Cramer.

o Algebra Lineal: Dependencia lineal. Wronskiano.

e (alculo Integral: Integracion por cambio de variable. Constante de integracion.

Conceptos basicos para destacar

e Ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes.

e Solucion general de una ecuacién diferencial.

e Solucion homogénea y solucién particular de una ecuacion diferencial lineal.
e Ecuacion diferencial lineal homogénea asociada.

e Ecuacion auxiliar asociada.

e Conjunto fundamental de soluciones.

e Variacidn de parametros.

Solucién
Se obtiene la ecuacion diferencial homogénea asociada

y'+y=0
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Ahora, escribiendo esta ecuacion en términos de operadores diferenciales
(D2+1)y=0
de donde la ecuacion auxiliar y sus soluciones son

m*+1=0 - my,=di




El conjunto fundamental de soluciones formado por el par conjugado de raices
complejas es el siguiente
C.F.S.={cos (x), sen(x)}

La solucion homogénea de la ecuacidn diferencial es
Y = Cycos(x) + Cysen(x)

Como el problema pide usar el método de variacion de parametros, entonces se

propone la siguiente solucién particular

Yp = Y1uq (X) + you,(x)
que debe de satisfacer el sistema
y1ur (x) + youy(x) = 0
y1us (%) + yau,(x) = f(x)

donde y; = cos (x), y, = sen(x) y f(x) = sen(x)

Yp = cos (x)uy (x) + sen (x)u,(x)
Obteniendo el wronskiano del sistema

Y1 3’2|

= —C:esr?(ca)c) izrslgg = cos?(x) + sen?(x)

w=1

Para el valor de la funciéon u, (x) se usala regla de Cramer

U (x) = f up (x) dx
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v W
u(x) = W
0 V2
W, = s
UUf) vz
0 sen(x)| _

L= —sen?(x)

sen(x) cos(x)|

uj (x) = —sen?(x)
1 1
up (x) = f —sen?(x)dx = f (_E + Ecos(Zx)) dx
_ 1 4 1 (2%)
u(x) = 5% + g sen(2x
Haciendo lo mismo para u, (x)

U, (x) = f uy, (x)dx

’ WZ
Uz (x) = W
1 0 |
W, =|;
27y f

cos(x)

0
W2 = —sen(x) sen(x)|

= cos(x)sen(x)

uy(x) = cos(x)sen(x)
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u,(x) = f cos(x)sen(x)dx = %sen2 (x)

Sustituyendo los valores correspondientes de las funciones u(x) en la solucion
particular

Vp = (—%x + %sen(Zx)) cos(x) + <%sen2 (x)) sen(x)




Empleando la siguiente identidad trigonométrica para simplificar la solucién par-
ticular

sen(2x) = 2cos(x)sen(x)
1 2 1
Yp = —Excos(x) + Zcos(x)sen(x)cos(x) + S sen (x)sen(x)

1 1 1
Vp = —Excos(X) + Ecosz(x)sen(x) + Esenz (x)sen(x)

-7 %xcos(x) +%Sen(x)(C052(x) +sen®(x))

1 1
Vp = —Excos(x) + Esen(x)

La solucion general esta formada por la solucion homogénea y la solucion particular
Y6 =YntYp

1 1
ye = Cicos(x) + Cysen(x) — Excos(x) + Esen(x)

Podemos simplificar atin mas la expresion, si agrupamos los términos seno usando
la propiedad de la constante de integracion

C—C+1
2= 275

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién diferencial queda como

1
ve = Cycos(x) + Cysen(x) — Excos(x)

De esta forma simplificada se tiene que

1
Vp = —Excos(x)
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Por lo tanto, la funcién

1
y=- Excos(x)

si es solucion particular de la ecuacion diferencial

Problema 23

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial
x%y" —3xy’' + 3y = 2x*e*

sabiendo que

{x, x°}
forma un conjunto fundamental de soluciones.

Antecedentes
e Algebra: Conjuntos. Regla de Cramer.
e Algebra Lineal: Dependencia lineal. Wronskiano.

e (alculo Integral: Integracion por partes. Integracion inmediata.

Conceptos basicos para destacar
e Ecuacion diferencial lineal de coeficientes variables.
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e Solucion general de una ecuacién diferencial.
e Solucion homogénea y solucion particular de una ecuacion diferencial lineal.
e Conjunto fundamental de soluciones.

e Variacidn de parametros.

Solucién
La solucién homogénea se obtiene a partir del conjunto fundamental de soluciones
yes

yn = Cix + Cyx3




Dividiendo la ecuacién diferencial entre x2, para llevarla a la forma estandar

n 3 ! 3
A S S 2x%e*

La ecuacion diferencial es lineal y de coeficientes variables por lo que no se puede

usar un aniquilador o el método de coeficientes indeterminados para encontrar la

solucion particular, se usara variacion de parametros por lo que se propone
Vp = Y1 (X) + you,(x)
Se debe de satisfacer el sistema
y1ur (X) + youy(x) = 0
yiu (%) + yauz (x) = f(x)
dondey, = x,y, = x3y f(x) = 2x%e*
Vp = xuy (%) + x3u,(x)

Primero, se obtiene el wronskiano del sistema

W=l 3l
W= |){ 3’;32| = 3x3 —x3
W = 2x3

Para los valores de u; (x) y de u,(x) se usala regla de Cramer

u,(x) = j uy(x) dx

' W1
uy(x) = W
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0 ¥
W, = P
YUl s
W=| 0 x3|=—2x5ex
7 2x2ex 3x2
, —2x°e*
ui(x) = P —x2e*

u; (x) = f(—xze") dx = —x%e* + 2xe* — 2e*
u; (x) = —x2%e* + 2xe* — 2e*

U, (x) = j us(x) dx

' _ WZ
Uz (x) = W
V1 0 |
w, =1\
27y f
_|x 0 _ 3%
w, = |1 2xzexl—Zx e
, 2x3e* .
uz(x) = o e

U, (x) = f e*dx =e*
Sustituyendo los valores correspondientes en la solucidn particular y simplificando
Vp = (—x%e* + 2xe* — 2e®)x + e*x® = 2x*e* — 2xe*
Yp = 2xe*(x — 1)
La solucién general esta dada por la suma de soluciones

Ye =YntYp
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Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién diferencial es

|yG = Cix + Cyx3 + 2xe*(x — 1)|

Problema 24

Resuelva la ecuacién diferencial

y'" + 4y = cot(2x)

Antecedentes

Algebra: Conjuntos. Identidades trigonométricas. Nimeros complejos.
Regla de Cramer.
Algebra Lineal: Dependencia lineal. Wronskiano.

Calculo Integral: Integracion por cambio de variable.

Conceptos basicos para destacar

Ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes.

Solucién general de una ecuacién diferencial.

Soluciéon homogénea y solucion particular de una ecuacion diferencial lineal.

Ecuacion diferencial lineal homogénea asociada.
Ecuacidn auxiliar asociada.
Conjunto fundamental de soluciones.

Variacién de parametros.

Solucion

Primero se obtiene la ecuacion diferencial homogénea asociada

y'+4y=0

Escribiendo esta ecuacion en términos de operadores diferenciales

(D2 +4)y =0
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Por lo que la ecuacion auxiliar y sus raices son
m2+4=0
my =2i, my;=-2
Se plantea el conjunto fundamental de soluciones
C.F.S.={cos (2x), sen(2x)}
La solucién homogénea de la ecuacidn diferencial es
v, = Cycos(2x) + C,sen(2x)

Debido a que no se puede usar un aniquilador o el método de coeficientes inde-

terminados para encontrar la solucién particular con la funcién
f(x) = cot(2x)
entonces, se usa el método de variacion de parametros y se propone como solucién a
Vp = Y1 (X) + you,(x)
que debe de satisfacer el sistema
y1ur () + youp(x) = 0
y1up () + you,(x) = f(x)

donde y; = cos(2x),y, = sen(2x) y f(x) = cot(2x). Sustituyendo estos valores en
Yp

Yp = cos(2x)uy (x) + sen(2x)u,(x)
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Ademas, se obtiene el wronskiano del sistema

W= W()’1'y2)—|y y2|

cos(2x) sen(2x)

W(y1,y2) = —2sen(2x) 2cos(2x)

W =2

Encontrando los términos u, (x) y u,(x) con la regla de Cramer

u(x) = j uy(x) dx

' W1
u(x) = W
10 V2
Wizl v
0 sen(2x) cos(2x)
Wi = cot(2x) 2cos(2x) en(2x )< en(2x)>
W, = —cos(2x)
1
up(x) = —Ecos(Zx)
u (x) = f —%cos(Zx) dx = —%sen(Zx)
U, (x) = f u,(x) dx
' WZ
Uz (x) = A
wo=[t ool
_ | cos(2x) _ cos(2x)
W, = —2sen(2x) cot(2x)| = cos(2x) (sen(Zx))

= 2(cos?(2x) + sen?(2x))
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_ cos?(2x)
27 sen(2x)

1 cos?(2x)
2 sen(2x)

1 (cos?(2x) 1 1 sen?(2x)
Up (%) = Ef sen(2x) dx = Ef (sen(Zx) B sen(2x) >dx

u(x) =

u,(x) = %f(csc(Zx) + sen(Zx))dx = —%ln(csc(Zx) + cot(2x)) + %cos (2x)
1 1 1
Yp = — Zsen(Zx)cos(Zx) + (— Zln(csc(Zx) + cot(2x)) + 708 (2x)) sen(2x)

1
Y»="7 (In(csc(2x) + cot(2x)))sen(2x)
Para la solucién general se deben de sumar las soluciones anteriores

Y6 =YntYp

ye = C;cos(2x) + C,sen(2x) — % (In(csc(2x) + cot(2x)))sen(2x)

Problema 25

Sea

_|
m
>
=
_|
m
>
N
-
m
>
w
_|
m
<
>
>
)
=
0
>
@)
o
=z
m
wn

) )

X X X

A= {Sen(x) cos (x)  2sen(x) + 6cos (x)}

un conjunto de soluciones de la ecuacion diferencial

2
n Ay =O
y +x}’ +y




encuentre la solucién de la ecuacién

u+2 l+ _1
y xy y_x

Antecedentes
e Algebra: Conjuntos. Identidades trigonométricas. Regla de Cramer.

e Algebra Lineal: Dependencia lineal. Wronskiano.

Conceptos basicos para destacar

e Ecuacion diferencial lineal de coeficientes variables.

e Solucion general de una ecuacion diferencial.

e Solucion homogénea y solucion particular de una ecuacion diferencial lineal.
e Ecuacion diferencial lineal homogénea asociada.

e Conjunto fundamental de soluciones.

e Variacidn de parametros.

Solucion
Un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion diferencial lineal homogénea
asociada

2
nmo = =0
y +xy +y

es

CFS — {ser;(x), cosx(x)}

El cual es un conjunto linealmente independiente. Por lo tanto, la solucién homo-
génea de la ecuacion diferencial es

sen(x) +c cos (x)

yhlx 27

Utilizando variacién de parametros para encontrar una solucién particular, se
propone

Yp = Y1Uq (X) + you,(x)
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que satisface el sistema de ecuaciones

yaui (%) + yup(x) = 0

yaup () + yup(x) = x

donde
sen(x) cos (x) 1
V1= x V2 x flx) = X
Reescribiendo la solucién particular propuesta
sen(x) cos (x)
Yp = u; (x) + uy(x)
Utilizando un wronskiano
Vi V2
w=w ) = /] !
(y1,y2) yi y2|
sen(x) cos (x)
_ x x
x cos(x) —sen(x) —xsen(x) — cos (x)
x2 x?2

—xsen?(x) — sen(x) cos(x) — xcos?(x) + cos(x) sen(x)

x3

_ —x(sen?(x) + cos?(x))

x3

1
W=—x—2

Obteniendo el valor de la funcién u, (x) con la regla de Cramer

u (x) = f up (x) dx

Wy

HOEE
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0 ¥
W, = 2
UIfe) v
0 cos (x)
cos(x
W, =11 —xsen(x)—cos (x)| =— xg )
X x?
_cos(x)
ui(x) = xlz = cos(x)
T xZ

u (x) = f cos(x) dx = sen(x)

Analogamente, se usa la regla de Cramer para encontrar el valor de u, (x)

u,(x) = f us(x) dx

' WZ
uz(x) = A

1

0
%=ﬂfm|

sen(x)

x B sen(x)

x cos(x) — sen(x)

w, =

RlRL O
=
N

x2
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sen(x)
uy(x) = le = —sen(x)

x2

u,(x) = J. —sen(x) dx = cos(x)
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Sustituyendo en la solucién particular y simplificando

2 2
Yp = sen(x) <ser;(x)> + cos(x) (Cosx(x)) = Senx(x) n Cosx (x)

Yo =7
La solucién general esta dada por la suma de la solucién homogénea y la solucién
particular

Y6 =YntYp

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién diferencial queda como

sen(x cos (x 1
(), o osC) 1

Ye =6

X

Problema 26

Resuelva la ecuacién diferencial
Yy’ —=2y"+ 2y =e*sec (x)

por el método de variacion de parametros.
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Antecedentes
e Algebra: Conjuntos. Identidades trigonométricas. Ntimeros complejos.
Regla de Cramer.

o Algebra Lineal: Dependencia lineal. Wronskiano.

Conceptos basicos para destacar
e Ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes.
e Solucion general de una ecuacién diferencial.

e Soluciéon homogénea y solucion particular de una ecuacion diferencial lineal.




e Ecuacion diferencial lineal homogénea asociada.
e Ecuacion auxiliar asociada.
e Conjunto fundamental de soluciones.

e Variacion de parametros.

Solucién
Puesto que se trata de una ecuacion diferencial lineal se puede escribir su solucidon
general de la siguiente forma

Ye = Yn + Yp

El primer paso es obtener la homogénea asociada por el método de la ecuacion
diferencial homogénea asociada que es

y"=2y"+2y=0 - (D?-2D+2)y=0
La ecuacion auxiliar se representa como
m?2—-2m+2=0
Al resolver el polinomio se tiene que las raices son
m=14+i my=1-1i
Planteando el conjunto fundamental de soluciones
C.F.S.= {e*cos (x), e*sen(x)}

se hace combinacidn lineal con el C.F.S. para hallar la solucién homogénea de la
ecuacion diferencial

Y = Cie*cos (x) + C,e*sen(x)

Por el término f(x) = e*sec (x) en la ecuacion diferencial no es posible aplicar un
operador anulador o el método de coeficientes indeterminados para encontrar la
solucidn particular. Por lo tanto, se usara el método de variacién de parametros por
lo que se propone

Vp = Y1Uy (X) + you,(x)
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Para encontrar los valores de las funciones u(x) se plantea el sistema
y1u (%) + you,(x) = 0
y1us (%) + yau, (%) = f(x)
donde y; = e* cos(x), y, = e*sen(x) y f(x) = e*sec (x).
Yp = e cos (X)uy (x) + e sen(x)u,(x)

Obteniendo el wronskiano del sistema y encontrando los valores de u(x)

Vi Y2
W =Wy, = |y{ y£|
e*cos (x) e*sen(x)

e*cos (x) — e*sen(x) e*sen(x) + e*cos (x)
W = e*(cos?(x) + sen(x) cos(x) — sen(x) cos(x) + sen?(x))
= e*(cos?(x) + sen?(x))

W =e?*

Usando la regla de Cramer para obtener el valor de la funcién u, (x)

u (x) = f up (x) dx

! —_ W1
up(x) = W
0 V2
W = !
7)) vy
X
" 0 e*sen(x) = —etan (x)

~ le*sec (x) e*sen(x) +e*cos (x)|
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2x
—e**tan (x
up(x) = T() = —tan (x)

u (x) = — f tan(x) dx = In (cos(x))

Nuevamente, se usa la regla de Cramer para obtener u, (x)

u,(x) = f us(x) dx

Lo W2
uy(x) = W
V1 0 |
W, =17,
27y f
e*cos (x) 0

— — p2x
W, |—e

"~ le*cos (x) — e*sen(x) e*sec (x)
2x

u; (x) == 1

u,(x) =fdx =x

Se sustituyen las funciones u, (x) y u,(x) en la forma de la solucién particular plan-
teada

¥p = In (cos(x))e* cos(x) + xe*sen(x)
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La solucién general se obtiene sumando las soluciones particular y homogénea

Y6 =YntYp

Finalmente, la solucién general de la ecuacidn diferencial es

ve = Cre* cos(x) + C,e*sen(x) + In (cos(x))e* cos(x) + xexsen(x)|
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Problema 27

Sean las funciones

y1(x) =x, yy(x) =xIn(x) y y3(x) =x(1—In(x))
soluciones de la ecuacién diferencial homogénea

x*y"—xy'+y=0
de la ecuacidn diferencial
x%y" — xy' +y = 4xIn(x)

Obtenga el conjunto fundamental de soluciones y la solucidn general.
Antecedentes
o Algebra: Conjuntos. Regla de Cramer.
e Algebra Lineal: Combinacién lineal. Dependencia lineal. Wronskiano.
e Calculo Integral: Integracién por cambio de variable.
Conceptos basicos para destacar
e Ecuacion diferencial lineal de coeficientes variables.

e Solucion general de una ecuacidn diferencial.

e Solucion homogénea y solucion particular de una ecuacion diferencial lineal.
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e Ecuacion diferencial lineal homogénea asociada.
e Conjunto fundamental de soluciones.
e Variacién de parametros.

Solucion

Primero, se estandariza la ecuacion diferencial dividiéndola entre x?

L1 ,+1 _41
-2y xzy—xn(x)




El conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién diferencial homogénea debe
estar conformado por dos funciones ya que es de orden 2, por ello se deben tomar

dos de las tres funciones planteadas. Se observa que la tercera funciéon
y3(x) = x(1 = In(x))

se puede escribir como combinacién lineal de y, (x) = x y de y,(x) = xIn(x). Por lo
tanto, el conjunto fundamental de soluciones es

C.F.S.={x, xIn(x)}

Al hacer combinacioén lineal con el C.F.S. se llega a la solucién homogénea de la
ecuacion diferencial

Ynp = Cix + Cyxln (x)

A continuacién se obtiene la solucién particular de la ecuacion diferencial por el

método de variaciéon de parametros, se propone la siguiente forma de esta solucion

Yp = y1us (X) + youp (%)
Para encontrar los valores de las funciones u(x) se plantea el sistema
Y1uq (%) + yu(x) = 0

yiug (%) + yau(x) = f(x)
donde

4
y1=% yz=xIn(x) y Zn()
Yp = XUy (x) + xIn ()uy(x)

Obtenemos el wronskiano del sistema y encontramos los valores de u(x)

Vi Y2

W=W(Q,y,) = |y1 yé|
C|lx xIn(x) | _

W_|1 In(x) +1 X
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Usando regla de Cramer para obtener u, (x)

u,(x) = f up (x) dx

w0 = ot

10 V2
REI FTEORRY
0 xIn (x)

_ — _AIn2
W= ;ln(x) In(x) + 1| Hn” (x)
0G0 = —4In? (x)

u;(x) = —4[ In®(x) dx = —gln3(x)

Del mismo modo, obteniendo el valor de la funcién u, (x)
U, (x) = j us(x) dx

! 2
uy(x) = m
V1 0 |
yi f()
X 0
1 4l

—In(x)

w, =
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w, = = 4In(x)

() = 4In(x)

In

uy(x) = 4[ J(Cx) dx = 2In? (x)
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Sustituyendo las funciones u, (x) y u,(x) en la forma de la solucion particular plan-
teada y simplificando

4 2
Vp = — §1n3 (x) x + 21n?(x) (xIn(x)) = 3% In3(x)
Para la solucidén general se suman las dos soluciones anteriores

Y6 =YntYp

La solucién general de ecuacion diferencial es

2
ye = C1x + C,xIn(x) + §xln3(x)

Problema 28

Resuelva la ecuacién diferencial

x?y" —xy'+y =In(x)

Antecedentes

e Algebra: Conjuntos. Trigonometria. Nimeros complejos. Regla de Cramer.
e (Calculo Diferencial: Derivacion. Regla de la cadena.

e Algebra Lineal: Combinacién lineal. Dependencia lineal. Wronskiano.

e Calculo Integral: Integracidn por partes. Integraciéon inmediata.
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Conceptos basicos para destacar

e Ecuacion diferencial lineal de coeficientes variables.

e Soluciéon general de una ecuacion diferencial.

e Soluciéon homogénea y solucién particular de una ecuacién diferencial lineal.
e Ecuacion diferencial lineal homogénea asociada.

e Ecuacion auxiliar asociada.

e Conjunto fundamental de soluciones.

e Raices repetidas.

e Variacidn de parametros.




Solucion

Como la ecuacién diferencial es lineal, de coeficientes variables y el problema no
proporciona un conjunto fundamental de soluciones; entonces se hace el siguiente
cambio de variable para obtener una ecuacién diferencial lineal de coeficientes
constantes

t =1In (x)

Por la regla de la cadena, se obtiene su primera derivada

dy dydt (dy)l
dx dtdx \dt

x
dy 1ldy
dx xdt

Como la ecuacion diferencial es de orden 2, entonces también se obtiene su segunda
derivada

dx?  xdx

d?y 1d(dy> (dy)( 1)_1d2y 1 dy
T x2dx?  x2dt

- dt dat)\ x2

d’y 1 (d’y dy
dx?  x2\dt? dt

Sustituyendo los valores anteriores en la ecuacion diferencial original

1 (d?y dy 1dy
21— _ _ _— =
* [x2<dt2 dt)] *(vae) tr =t

y'=2y'+y=t

De esta forma ya es posible obtener la ecuacion diferencial homogénea asociada

y'=2y'+y=0
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Expresando esta soluciéon en términos de su operador diferencial

(D2 =2D+1)y=0
Por lo que la ecuacion auxiliar y su solucion son

m?—-2m+1=0 - (m-172?=0
m; =m, =

Se plantea el conjunto fundamental de soluciones formado con las raices repetidas

C.F.S.={et, te'}
Haciendo combinacién lineal con el C. F. S. y asi obtener la solucién homogénea

yn = Ciet + Cytet

Empleando el método de variacion de parametros para hallar la soluciéon particular,
por lo cual se propone

Yp = Y1ur () + y2u(t)
que debe satisfacer el siguiente sistema
y1ur (t) + y2uy(t) = 0
yiup(t) + yau,(t) = f(1)
Dondey, =el,y, =tetyf(t) =t

yp = etuy (t) + tefu,(t)
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Obteniendo el wronskiano del sistema

Y1 Y2
wWw=Ww ) = l; ’
01, Y2) |y1 y2|
w=let tef | — o2t 4 te2t _ tplt

et et +tet

W =e?

Para encontrar el valor de la funcién u, (t) se usala regla de Cramer

u (t) = fu’l(t) dt

, Wy
ui(t) = W
0 V2
W, = |
R V{7
W, = |0 tef | = —t2et
P70t et +tet
L2t
u’l(t)—eZt = —t2et

uy (t) = f(—tze‘f) dt

Aplicando integracidn por partes dos veces
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u (t) =t?e t + 2te t + 2e7¢
Ahora, obteniendo el valor de la funcion u, (t)

u,(t) = ]u’z (t)dt

W,

wp(6) =
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V1 0 |
w, =1
27y f@®
_let 0] _ ., ¢
WZ_|et t|—te
tet

uy(t) = o2t =tet

u,(t) = f(te’t) dt = —te t—et
Sustituyendo los valores u, (t) y u,(t) en la solucion particular propuesta
yp = (t?e™t + 2te™" + 2e et + (—te”t — e H)tet
Al simplificar, la solucién particular de la ecuacién diferencial es
Yp=t+2
La solucién general en términos de t estd dada por la siguiente suma
Y6 =Ynt Y
yg = Ciet + Cytet +t + 2

Regresando a la variable x original
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lve = Cix + C,In (x)x +In (x) + 2|

Problema 29

Encuentre la solucién general de la ecuacidn diferencial

xy" — 4y’ =x*
Compruebe el resultado.




Antecedentes

Algebra: Regla de Cramer.
Algebra Lineal: Dependencia lineal. Wronskiano.

Conceptos basicos para destacar

Ecuacion diferencial lineal de coeficientes variables.

Solucién general de una ecuacidn diferencial.

Soluciéon homogénea y solucion particular de una ecuacion diferencial lineal.
Variacién de parametros.

Ecuacion de Cauchy-Euler.

Solucion

La ecuacidn diferencial es lineal con coeficientes variables, lo primero es encontrar

la soluciéon homogénea. Llevando la ecuacion diferencial a una ecuacién de Cauchy-

Euler al multiplicarla por x

x%y" —4xy' = x°

Se propone a

m

y=x

como solucion de la ecuacion diferencial homogénea asociada

x2y" —4xy' =0

Derivando dos veces la solucién propuesta

y' =mxm-1

y" =m(m— 1)x™?
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Sustituyendo estos valores en la ecuacién diferencial homogénea asociada y encon-
trando de valores de m

x[mm—1Dx™ %] —4x(mx™ ) =0 > mm-—1x™—4mx™ =0
mim—1)—-4m=0 - m?>-m-—-4m=0

m>-5m=0 - m(m-5)=0

Para la solucion homogénea se sustituyen estos valores en la expresion
Yp = Cix™ 4+ Cyx™2
Por lo tanto, la solucién homogénea de la ecuacidn diferencial es
yn = C; + Cyx°

Para la solucién particular, se divide a la ecuacidn diferencial original entre x para

llevarla a la forma estandar

Como no se puede usar un operador diferencial o el método de coeficientes inde-
terminados para encontrar la solucién particular de la ecuacién, entonces se usa el

método de variacién de parametros, por lo que se propone
Yp = Y1uq (%) + you,(x)

Se debe de satisfacer el sistema
y1us (%) + you,(x) = 0

yiug (%) + yur(x) = f(x)
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dondey, =1,y, = x°y f(x) = x5
Yp = up (%) + x°u, (%)

Obteniendo el wronskiano del sistema y encontrando los valores de u(x)

W=woy) =l 7|

= 5x*

- |0 5x*

Obteniendo el valor de la funcién u, (x) con la regla de Cramer

u (x) = f uy(x) dx

Wy

() =7

|f (x) J'z

Ahora, usando la regla de Cramer para obtener el valor de la funcién u, (x)

Uy (x) = f us(x) dx

W,

uy(x) = W
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Y1

0
%=ﬂfm|

11 0_ .3
W, = | 0 x3| =x
A — x —_
uz(x) = il x
1 1
U, (x) = gf(x‘l) dx = gln(x)
Sustituyendo los valores de u(x) en la solucién particular propuesta
1 1 1 1
Vp=—7=x°(1) + gln(x)(xS) =——x*+=x°In(x)

25 25 5

La solucion general esta formada por la suma de las soluciones homogénea y

particular
Y6 =Ynt Y
1
ye = C1 + Cx® + gxsln(x)
Comprobacion

1 1 1
y' =5Cx* + x*In(x) + (§x5> (;) = 5C,x* + x*In(x) + §x4

1 4 9
y'" =20C,x3 + 4x3In(x) + (x*) (;) + §x3 =20C,x3 + 4x3In(x) + §x3
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Sustituyendo en la ecuacién diferencial original
9 1
x (20C2x3 + 4x3In(x) + §x3) —4 <SCZx4 + x*In(x) + §x4) = x*

9 4
20C,x* + 4x*In(x) + gx“ —20C,x* — 4x*In(x) — gx‘* = x*

Por lo tanto, se comprueba el resultado.
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Problema 30

Encuentre la solucién general de la ecuacion diferencial
2x%y" +5xy' +y=x%—«x
Realice la comprobacion del resultado obtenido.

Antecedentes
e Algebra: Férmula general para ecuaciones de segundo grado. Regla de Cramer.
o Algebra Lineal: Dependencia lineal. Wronskiano.

Conceptos basicos para destacar

e Ecuacion diferencial lineal de coeficientes variables.

e Solucion general de una ecuacién diferencial.

e Soluciéon homogénea y solucion particular de una ecuacion diferencial lineal.
e Variacidn de parametros.

e Ecuacion de Cauchy-Euler.

Solucion

La ecuacidn diferencial es del tipo Cauchy-Euler
2x%y" +5xy"+y =0

por lo que se propone una solucién del tipo
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y=x"

Obteniendo la primera y segunda derivada de esta soluciéon

y" =m(m— 1)x™?




Sustituyendo y = x™ y sus derivadas en la ecuacion de Cauchy-Euler

2x2[m(m — 1)x™ 2] + 5x[mx™ 1]+ x™ =0

- 2m(m—1x™m+5mx™+x™ =0

2m(m—-1)+5m+1=0 - 2m?-2m+5m+1=0
2m?+3m+1=0

Empleando la férmula general para ecuaciones de segundo grado para encontrar
los valores de m

—-3+v9-8 -3+1
Mz = 4 "
-3+1 1 -3-1
m; = 7 =—§’ m, = 2 = -1

La solucién homogénea es de la forma
Yp = Cix™ 4+ Cyx™2
Por lo tanto, la solucién homogénea de la ecuacidn diferencial
_1 1
Vp=C1x 2+ Cyx~

Dividiendo la ecuacién diferencial original entre 2x? para llevarla a la forma es-
tandar

5xy’+ y x*  x ,,+5 . ,+1 , 11
A - — =——=
2x%2 " 2x2 2x2  2x2 Yo orgXx yrayxy X

n

Debido a que no se puede usar un aniquilador o el método de coeficientes inde-
terminados para encontrar la solucidén particular, se usa el método de variaciéon de
parametros y propone a la soluciéon particular

Vp = Y1Up (X) + you,(x)
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Que debe de satisfacer el sistema
Y1uq (%) + yu(x) = 0
yius (x) + yruy(x) = f(x)

Donde

1
Yp =% 2uy (%) + x " uy(x)

Obteniendo el wronskiano del sistema y encontrando los valores de u(x)

Y1 Y2
wWw=Ww ) = /] !
1 y2) |y1 y2|
_1 1
X X~ 1 1 3
wW=| 1 3 = (—x_f) x 3+ (—x_f) x™
__x_E _x_z 2
2
5 1 _5 1 _5
W:—x2+§x2=—zx2

Obteniendo los valores de u; (x) y de u,(x) usando la regla de Cramer

u (x) = fui(x)dx
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’ W1
uq (x) =W
0 V2
W, = p
LU ys
0 x71 1 1
wy=1[1 1 | 5 —(———x 1)x‘1
> 2x X 2 2
1 1
Wy=—-x14+-x7?




’

3D1dN]

ul(x) = 1 _E = 1 _E + 1 _E
_ix 2 —7x 2 —zx 2
-1 -2 5 5
uy(x) =—+ = = x Mz - x7?*2
x 2 —x 2

u (x) = fui(x)dx
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’ _WZ
uz(x)—W
1 0 |
w, =1,
27y f
_1
W X 2 0 1/1 01 1
= = 2| ———x"
=1 11 =x (5
2 2
w 1 1 1 _3
= _x2—-"x"2
2=5% "%
1 3
—x_f—%x_f 1,5 3,5
uy(x) = e =x2"2—x"2"2
—5x72
up(x) = —x? +x

3 2
U, (x) =f(—x2+x)dx = —%+x7

Sustituyendo los valores de las funciones u(x) en la solucién particular

25 23\ 1 x3  x?
yp=<§x2—§x2>x 24| ——=+—=|x?!




Simplificando
2,2 1,1 2 1, 2 1
Yo Z5* T3¥ 73X +§x=(§‘§)x (‘5*5)"
_1 2 1
W =15% T8

La solucién general esta formada por la suma de las soluciones homogénea y
particular
Y6 =YntYp

1 4, 1,01
Ve = Cix 2+ Cyx +Ex —gx

Para la comprobacion se sustituye la solucién general y sus respectivas derivadas
en la ecuacidn diferencial

3.5 2
y” = chx 2 + sz_3 + e

2 2(3C _%+C ‘3+2)+5 ( 1C - C -2+2 1>+C 2
X"\ 7Gx X s x| —50x 2X =57 ¢ 1X
1 1
14 = 22— .2
+ Cyx +15x 6x xX°—x
3 B A X 2 G E - 5Cx 4 ox? — D b (2 + Cpx?
5 (1% 2X 5X —50x 2X 5% TgXxtix 2X
1 1
2 4= 42 _
+15x 6x X X

x> —x=x*>—x
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Problema 31

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial
x2y" —xy'+y =2x

Antecedentes

e Algebra: Regla de Cramer.

e Algebra Lineal: Dependencia lineal. Wronskiano.

e (Calculo Integral: Integraciéon por cambio de variable.

Conceptos basicos para destacar

e Ecuacion diferencial lineal de coeficientes variables.

e Solucion general de una ecuacién diferencial.

e Soluciéon homogénea y solucion particular de una ecuacion diferencial lineal.
o Raices repetidas.

e Variacién de parametros.

Solucién

Primero se lleva a la ecuacion diferencial lineal de coeficientes variables a una
ecuacion de Cauchy-Euler de la forma

x%y"—xy'+y=0

Para encontrar la solucién homogénea se propone una solucién del tipo
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y=x
Obteniendo la primera y la segunda derivada
1 m-—1

y'=mx

y" =m(m— 1)x™?




Sustituyendo en la ecuacién de Cauchy-Euler
x?[mim — Dx™ 2] —x[mx™ 1 +xm=0 - mm-—Dx™—mx™+x™ =0

m—m-m+1=0 -> m?-2m+1=0

(m—-1)2=0
La solucion de la ecuacién anterior esta dada por los valores m, = m, = 1. Es decir,
m =1 de multiplicidad 2 por lo que la forma de la solucién homogénea de la
ecuacion de Cauchy-Euler es
Y = C1x™ + C,x™2 In(x)
Por lo tanto, la solucién homogénea de la ecuacién diferencial es
Y = C1x + CoxIn(x)

Dividiendo la ecuacién diferencial entre x2 para llevarla a la forma estandar

2
yu_z 4+ = N yll_x—lyl+x—2y= Zx—l

Debido a que no se puede usar un aniquilador o el método de coeficientes indeter-

minados para encontrar la solucién particular se usara el método de variacion de
parametros por lo que se propone

Yp = Y1t (%) + y2uz (%)
Que satisface el siguiente sistema
y1ur (x) + youp(x) = 0

yit (x) + yaup (x) = £(x)
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-1

Dondey, =x, y, =xIn(x) y f(x) = 2x

Vp = xuy (x) + xIn(x) uy (x)

Obteniendo el wronskiano del sistema y encontrando los valores de u(x)

W= W(J’1:}’2)—|y y2|

xIn(x)

= |1 InCx) + 1 = xIn(x) + x — xIn(x)

W=x

Obteniendo el valor de la funcién u, (x) con la regla de Cramer

u (x) = fui(x)dx

’ W1
u(x) = W

|f(x) Y2

0 xIn(x)

2x71 In(x)+1 =~(@x™)(xIn(x))

W, =|

W, = —2In(x)

—21n(x)
x
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u (x) =

u(x) =-2 f Inx) dx

Resolviendo la integral empleando un cambio de variable

d
z=1In(x) dz el
X




u; (x) = —ZdeZ =-2 (%zz)

uy (%) = —(In(x))?

Ahora, usando regla de Cramer para encontrar u, (x)

U, (x) = j u; (x)dx

' WZ
uz(x)=W
yi 0 |
W, =1,
27y f
_|* 0 |_ -1
Wy =[] | = @™
W2=2
, 2
uz(x)=;

u,(x) = ]%dx = 21n(x)

Sustituyendo los valores obtenidos de las funciones u(x) en la solucién particular y
simplificando

¥p = [=(Un(x))?]x + (2In(x))x In(x) = —x(In(x))* + 2x(In(x))*
¥p = x(In(x))?

La solucion general estd formada por la suma de la solucién homogénea y la solu-
cion particular

szyh+.Vp
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Por ultimo, la solucién general de la ecuacién diferencial es

y = Cix + CyxIn(x) + x(ln(x))2|

Problema 32

Resuelva la ecuacion diferencial
x2y" — 2xy' + 2y = x*e*
Compruebe que la solucién obtenida es solucién de la ecuacién diferencial.

Antecedentes

e Algebra: Regla de Cramer.

o Algebra Lineal: Dependencia lineal. Wronskiano.
e (alculo Integral: Integracion por partes.

Conceptos basicos para destacar

e Ecuacion diferencial lineal de coeficientes variables.

e Solucidon general de una ecuacién diferencial.

e Solucion homogénea y solucion particular de una ecuacion diferencial lineal.

e Variacidn de parametros.
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Solucién
Como se tiene una ecuacion diferencial lineal de coeficientes variables, entonces
su ecuacién de Cauchy-Euler es

x%y" = 2xy'+2y =0

Por lo que propone una solucion del tipo

y=x"




Obteniendo la primera y segunda derivada de esta solucién
y' =mx™ 1
y" =m(m— 1)x™?

Sustituyendo en la ecuacion de Cauchy-Euler

x?[m(m — 1)x™ 2] = 2x[mx™ 1]+ 2x™ =0

- mm—-1Dx™-2mx™+2x™ =0
mim-1)-2m+2=0 - m?*-m-2m+2=0
m?2—-3m+2=0 - (mMm-2)(m-1)=0

Los valores de m que dan solucién a la ecuacién anterior son

La solucién homogénea de la ecuacion de Cauchy-Euler con valores de m distintos
es de la siguiente forma
Yp = Cix™ 4+ Cx™2

Por lo tanto, la solucién homogénea de la ecuacidn diferencial es
yn = Ci1x% + Cyx
Llevemos a la ecuacion diferencial a su forma estandar dividiéndola entre x?

X

2xy' 2y
"_ +22 = 2
Yi—— Tty =xte

Como no es posible usar un operador anulador o el método de coeficientes inde-
terminados para encontrar la solucién particular, entonces se usa el método de

variacion de parametros por lo que se propone la solucién

Vp = Y1Uy (X) + you,(x)
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Se debe de satisfacer el sistema
y1ur (x) + youp(x) = 0
y1up () + you,(x) = f(x)
Dondey; = x%,y, =x y f(x) = x%e*
Vp = x%uy (x) + xuy(x)

Obteniendo el wronskiano del sistema

W=woy) =l |
i e
W = —x?

Empleando la regla de Cramer para encontrar el valor de la funcion

u (x) = f uy (x)dx

w,

w

_ 0 Y2
fx) vy

w(x) =

Wy

0 X
| 2,x |=_x33x
x“e 1

—x3e*

ui(x) = — =xe*

u(x) = fxex dx = xe* —e*

u,(x) = f u; (x)dx

W,

w(x) = 7
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V1 0 |
W, =|";
27y f
_ X2 0 — LA x
W, = |2x x2exl = ¢
x*e*
uy(x) = —z = —x%e®

Sustituyendo las funciones u(x) en la solucion particular planteada y simplificando

Vp = (xe* — e®)x? + (—x%e* + 2xe* — 2e¥)x
=x3e¥ — x%e* — x3e* + 2x%e* — 2xe*

yp = x%e* — 2xe*

La soluciéon general estd formada por la suma de las soluciones homogénea y par-
ticular

szyh+Yp

Ve = C1x? + Cyx + x%e* — 2xe”

Para la comprobacidn se sustituye la solucién general y sus derivadas correspon-
dientes en la ecuacién diferencial

x%y'" —2xy' + 2y = x*e*
y' =2Cx + C, + 2xe* + x%e* — 2e* — 2xe*
y' = 2C;x + C, + x*e* — 2e*
y" =2C, + 2xe* + x%e* — 2e*
x2(2C; + 2xe* + x%e* — 2e*) — 2x(2C,x + C, + x%e* — 2e¥)
+ 2(C1x? + Cyx + x%e* — 2xe*) = x*e”
2C,x% + 2x3e* + x*e* — 2x%e* — 4C,x% — 2C,x — 2x3e* + 4xe™ + 2C;x% + 2C,x

+ 2x%e* — 4xe* = x*e*
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Problema1

A partir de la definicion de transformada de Laplace obtenga Y (s) de

y) =1
Cont = 0.

Antecedentes
e (dlculo Integral: Integral impropia. Integracién por cambio de variable.

Concepto basico para destacar
e Definicién de transformada de Laplace.

Solucién
De la definiciéon de transformada de Laplace

Y(s) = L{y(t)} = jooy(t)e‘“ dt; s>0
0

Del problema y(t) = 1
Y(s) =f le~stdt
0

Como la integral definida se indetermina en el intervalo superior, se usa un limite
b

Y(s) = lim | e Stdt
b—oo 0

Resolviendo la integral impropia

e—st
o-ka(-5)

Y(S)=gim (— ! )+ lim <1)=—l+%

—00 sesb b—oo

Y(s) = %
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Problema 2

A partir de la definicion de transformada de Laplace obtenga Y (s) de la funcién

y(t) = le®
Cont = 0.

Antecedentes
e (élculo Integral: Integral impropia. Integracién por cambio de variable.

Concepto basico para destacar
e Definicion de transformada de Laplace.

Solucién
De la definicién de transformada de Laplace

[ee)

Y(s) = L{y(t)} = f y()e stdt; s>0
0

Sustituyendo la funcién dada en el problema

Y(s) =j (1e“t)e‘5tdt=j le~t6—a) g
0 0

De donde la integral impropia a resolver es

e—t(s—a)
o=t (-7
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b

0

Desarrollando lo anterior

e—b(s—a) eO(s—a)) e—oo(s—a) eO

Y(S)=l£1_1’)1;10<— s—a s—a
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1 1 1
Y(S)=—; =0+
Ss—a S—a

Y(s) =

s—a

Problema 3

Determine si existe la transformada de Laplace de la siguiente funcién

fo =22

t—2
Antecedentes
e (Calculo Diferencial: Limites laterales. Continuidad.

Concepto basico para destacar
e Definicién de transformada de Laplace.

Solucién

Para que exista L{f (t)} es condicion suficiente que f(t) sea continua por tramos
(secuencialmente continua) y de orden exponencial. Por lo tanto, usando limites
laterales se analiza la continuidad de f(t) cuando t = 2

L™ =1 t li 2+h li h+d
= = = —_— = 0
t1_1)121f( ) hl—%f( ) hl—rg h
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+ _ 1 1 _ — . I
=l ) = iy 2 = ) = iy~ = oo

Como los limites no estan definidos entonces no es secuencialmente continua y por
lo tanto no existe L{f (t)}.
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Problema 4

Determine si la siguiente funciéon

f(t) = e*sen(bt)
es de orden exponencial.

Antecedentes
e Algebra: Valor absoluto.

e (Calculo Diferencial: Funciones exponenciales. Funciones trigonométricas.

Concepto basico para destacar
e Orden exponencial.

Solucion

Si f(t) es de orden exponencial, entonces existen p y a tales que

lf(D)] <pe*™ VvVt=0
Es decir, la funcion f(t) no debe de crecer mas rapido que la funcién exponencial
pe®t. Sustituyendo el valor de f(t) = e*sen(bt) en la expresion anterior y usando

propiedades del valor absoluto

le%sen(bt)| < e - |e?||sen(bt)| < pe®t
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Como |sen(bt)| cumple con ser menor o igual a 1
e®|sen(bt)| < pe®t

Siu=1lya=a
le%sen(bt)| < e®

Por lo tanto, la funcién f(t) = e*sen(bt) si es de orden exponencial.




Problema 5

A partir de la definicion de la transformada de Laplace obtenga

Lig®) = tf ()}

Antecedentes
e (élculo Integral: Antiderivada.

Concepto basico para destacar
e Definicién de la transformada de Laplace.

Solucion
De la definicion de transformada de Laplace de la funcién f(t)

F(s) = LIF(D)) = j f(estdt
0

Cuya derivada con respecto a s es

[ee]

F'(s) = —f tf(t)e stdt
0
Multiplicando por (—1)
—F'(s) = fwtf(t)e‘“dt
0

Se identifica a la funcion g(t) = tf(t)

ng(t)e‘s'fdt = —F'(s)
0

Esta expresion indica el procedimiento a seguir para obtener la transformada de La-

place de una funcidn f(t) multiplicada por la funcion t.
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Problema 6

Obtenga la siguiente transformada de Laplace

L{cos (3t)}

Antecedentes
e Algebra: Sustituciones.

Concepto basico para destacar
e Primer teorema de traslacién en el dominio de s.

Solucién
La transformada de Laplace de la funcién coseno estd dada por la siguiente
expresion
L{cos ()} =

cos (wt) BT

Por lo tanto,
L 3t)} =
{cos (3} = 5

Problema 7

Obtenga la transformada de Laplace de la siguiente funcion
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L{te "t}

Antecedentes
e Algebra: Sustituciones.

Conceptos basicos para destacar
e Transformada de Laplace.

e Primer teorema de traslacion en el dominio de s.
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Solucién
La transformada de Laplace del problema presenta una traslacién en el dominio de
s, es decir

L{f(0e®} = F($)ls=s-0 = F(s — @)

donde

Hg:qg:%

Aplicando la traslacion

F(s) = L{te™} = (siz)

S=s+1

Problema 8

Aplique el primer teorema de traslacidn para obtener la transformada de Laplace
de la siguiente funcién

L{eZt}
Antecedentes

e Algebra: Leyes de los exponentes.
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Conceptos basicos para destacar
o Transformada de Laplace.
e Primer teorema de traslacién en el dominio de s.

Solucion

Por leyes de los exponentes, la funcién del problema puede verse como la multi-

plicacién de dos términos e*. Del primer teorema de traslacién

L{f(0)e*} = F($)ls=s-0 = F(s — @)




Para este caso f(t) = e’. Obteniendo la transformada de Laplace de esta funcién

1
L{et} = —]

Aplicando el primer teorema de traslacion

_ 1

setey = (=9l = 5o

s—1

1
L{e?} = p—

Problema 9

Haciendo uso de la primera propiedad de traslaciéon obtenga

L{e3t?}
Antecedentes
o Algebra: Sustituciones. Factorial de un ntimero.

Conceptos basicos para destacar
o Transformada de Laplace.
e Primer teorema de traslaciéon en el dominio de s.

Solucién
Del primer teorema de traslacién se tiene que

L f()} =F(s—a)
Se identifica a la funcién f(t) = t2 en el problema y obteniendo su transformada
de Laplace

2!
L{tz} = S_3 = F(S)
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Aplicando el primer teorema de traslacion

L{e3t?}=F(s—3) - L{e3t?}= ﬁ

2

L{e3tt2} — m

Problema 10
Obtenga la siguiente transformada de Laplace

t
L {eZ cos(3t)}
Antecedentes
o Algebra: Sustituciones.

Conceptos basicos para destacar
e Transformada de Laplace.

e Primer teorema de traslacion en el dominio de s.

Solucion
La transformada de Laplace de la funcién coseno junto con el primer teorema de
traslacion estan dadas por

L{e% cos(wt)} =

s2+ w?ls—s5q

Sustituyendo valores en la expresion anterior

F(s) = L{eg cos(3t)} =

s2+9 5=S_%

(>-1)

(s-3) +

F(s) =
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Problema 11

Obtenga la transformada de Laplace de la siguiente funcién

L{etcos(3t)}

Antecedentes
o Algebra: Sustituciones.

Conceptos basicos para destacar
e Transformada de Laplace.
e Primer teorema de traslacién en el dominio de s.

Solucion

La funcién del problema al tener el término e‘que indica una traslaciéon

L{fF()e™} = F($)|szs—q = F(s —a)

Obteniendo la transformada de Laplace de la funcidon coseno

L{cos(3t)} =

s2+49
Aplicando el primer teorema de traslaciéon

_ (s+1)
s=s+1 B (5 + 1)2 +9

F(s) = L{efcos(30)} = (SZi- 9)
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(s+1)

FO) =69
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Problema 12

Obtenga la transformada de Laplace de la siguiente funciéon

f(t) = tcos(3t)
aplicando la derivada de una transformada.

Antecedentes
e (Calculo Diferencial: Regla de la cadena.

Conceptos basicos para destacar
e Transformada de Laplace.

e Derivada de una transformada.

Solucién

La derivada de una transformada esta dada por la siguiente expresiéon
n

d
Lit"g(O)} = (1" 5 G(s)

Identificando a la funcion g(t) = cos (3t) y usando la transformada de Laplace
para obtener G(s)

L{cos (3t)} = 2 j_ 5= G(s)

_|
m
>
=
_|
m
>
N
-
m
>
w
_|
m
<
>
>
>
)
=
0
>
@)
o
=z
m
wn

Como en la funcién del problema se tiene a la variable ¢, entonces el valor de n es

uno. Por lo tanto, se obtiene la primera derivada con respecto de s

d G(s) = (s2+9DMW) - (s)(2s)  —s*+9
ds )T (s2 + 9)? T (52 +9)2
Y aplicando el término (—1)" = —1
s2—-9
Fs) = o roy




Problema 13

Obtenga la transformada de Laplace de la funcion

f) = e_%t (t sen (%))

Antecedentes
e (Calculo Diferencial: Regla de la cadena.

Conceptos basicos para destacar
e Transformada de Laplace.
e Derivada de una transformada.

e Primer teorema de traslacién en el dominio de s.

Solucion
Primero, se observa que la funcién f(t) es el producto de tres funciones

f@) = e_%t (t sen (%))

Por lo que se utiliza la transformada de una derivada
H(s) = L{t"h(t)} = (=1)"H"(s)

Donde el exponente n denota n-ésima derivada de la funcién. Para la funcién f(t)
se considera

1
H(s) = L{tsen(%)} = 52§+l
4

-1

=34
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Obteniendo la derivada de H(s)

-2

H©==3(2+3) @)= (s +])

Considerando (—1)" = -1

S

H(s) = (=1) [-s ( +%)] 5

)

También se utilizara el primer teorema de traslacion dado por

L{eatg(t)} =G(S)|s=s-q = G(s —a)

Aplicando la traslacién

Leg(®) = L{eH g0} = 6,5

L) =———

1
s2+ 7
4') s=s+%

Por lo tanto, la transformada de Laplace buscada es

(s+3)

G+

F(s) =

’
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Problema 14

Haciendo uso de las propiedades de derivacidn en el dominio de s obtenga la siguien-
te transformada de Laplace
L{t sen(at)}

Antecedentes
e (Calculo Diferencial: Regla de la cadena.

Conceptos basicos para destacar
e Transformada de Laplace.

e Derivada de una transformada.

Solucion
La transformada de Laplace de la funcién seno es

L{sen(at)} = P

Del teorema de derivadas para transformadas

n

d
LEf(©) = (D" F(5)

Aplicando este teorema a la funcion t sen(at) conn = 1
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e sen(at)} = _%(sz -(Il- az) - [(32 -Iflaz)z] (25)

2as

L{t sen(at)} = m
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Problema 15

Utilizando la transformada de Laplace de la funcién e?, obtenga
L{cos(wt)} y L{sen(wt)}
partiendo de la expresion
e® = cos(wt) + isen(wt)

Antecedentes

o Algebra: Nimeros complejos.

Concepto basico para destacar
e Transformada de Laplace.

Solucién
Aplicando la transformada de Laplace de e®¥ = cos(wt) + isen(wt)

L{e®*} = L{cos(wt)} + iL{sen(wt)}

Para e®%, su transformada se obtiene de la misma manera que para las funciones

exponenciales

S —1wi = L{cos(wt)} + iL{sen(wt)}
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Multiplicando al resultado anterior por

s+ wi

s+ wi
al lado izquierdo de la igualdad

( 1 ) (s + wi) = L{cos(wt)} + iL{sen(wt)}

S —wi/ \s + wi




Desarrollando la multiplicaciéon considerando que se estd en el campo de los nu-

meros complejos

Ssz-:_—wwiz = L{cos(wt)} + iL{sen(wt)}

La expresion anterior también puede escribirse como

S + wi
s?+w? s?4+w

> = L{cos(wt)} + iL{sen(wi)}

Igualando términos, parte real con parte real y parte imaginaria con parte imagi-
naria para obtener las transformadas de Laplace pedidas en el problema

L{cos(wt)} = Tra?

w
L{sen(wt)} = sz-l-—wz

Problema 16

Obtenga

= {Zs - 6}
s3—s
Antecedentes

e Algebra: Descomposicion en fracciones parciales.

Concepto basico para destacar
e Transformada inversa de Laplace.

’

3D1dN]

_|
m
>
=
_|
m
>
N
-
m
>
w
_|
m
<
>
>
)
=
0
>
@)
o
=z
m
wn




’

3D1dN]

Solucion

Descomponiendo en fracciones parciales

25-6_4, B ¢
s3—s s s+1 s—1

Se le dan algunos valores a s para encontrar los valores de las constantes A, By C

s=0: —6=A - A=6
s=-1: —8=2B -» B=-4
s=1: —4=2C -» C=-2

Por lo tanto

6 4 2 1 1 1
_ -1y _ — -1y~ _ -1 _ -1
y® =L {s s+1 s-— 1} 6L {s} 4L {s + 1} 2L {S — 1}

|y(t) =6—4e "t — 2et|

Problema 17

Resuelva la siguiente transformada inversa de Laplace

—
m
>
[y
=
m
>
N
-
m
>
w
=
m
=
>
»H
)
=
0
>
2]
o
Z
m
(%]

T

Antecedentes
e Algebra: Trinomio cuadrado perfecto.

Conceptos basicos para destacar
e Primer teorema de traslacion en el dominio de s.

e Transformada inversa de Laplace.
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Solucién
Primero, se agrega un 3 y un —3 en el numerador de la funcién y se completa el tri-

nomio en el denominador

L‘l{ S }_ _1{ s+3-3 }—£‘1{5+3_3}
s2+6s+18) s2+65s+9+9) (s+3)2+9
Asociando términos
s RN (== RV e
s2+6s+18) (s+3)2+9 (s+3)2+9

Se resuelve la transformada inversa de Laplace aplicando el primer teorema de tras-
lacion

|y(t) =e 3t cos(3t) —e 3¢ sen(3t)|

Problema 18

Obtenga la transformada inversa de Laplace de la siguiente funcién

s
F(§) =—5——F—
) s2+2s+4
Antecedentes

e Algebra: Trinomio cuadrado perfecto.
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Conceptos basicos para destacar
e Primer teorema de traslacién en el dominio de s.

e Transformada inversa de Laplace.

Solucion
Completando la funcién F(s) para poder aplicar la transformada inversa de Laplace
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B _ s
f®==c 1{m}=L 1{(52+25+1)+3}

_ s G+ -1
R v {m}

B (s+1) B -1
fo =L 1{(s+1)2+3}+L 1{(s+1)2+3}

_ (s+1) _LL—l V3
B (s+1)2+3) 3 (s+1)2+3

Finalmente, la transformada inversa de Laplace es

f(t) = e tcos (V3t) — %sen(\/gt)

Problema 19

Calcule f(t) de la siguiente funcion

1

F(S):SZ+4-S+8+SZ+4S—8

Antecedentes
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e Algebra: Descomposicion en fracciones parciales.

e (Calculo Integral: Funcion hiperbélica.

Conceptos basicos para destacar
o Transformada inversa de Laplace.
e Primer teorema de traslacién en el dominio de s.
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Solucién
Completando la funcion F(s) para obtener una expresion a la cual se le pueda
aplicar la transformada de Laplace

1 1 1 1
+ = +
s?2+4s+4+4 s?24+4s+4-4-8 (s+2)2+4 (s+2)2-12

1 2 1 V12
fO =34 1{(s+2)2+4}+mL 1{(s+2)2—12}

F(s) =

Del primer teorema de traslacion

f(t) = %e"Ztsen(Zt) + \/% e 2tsenh(V12t)

Problema 20

Obtenga la transformada inversa de Laplace de la siguiente funcién

S
— ,—tpr-1
F(s)=e 'L {52+3}
Antecedentes

e Algebra: Sustituciones. Exponentes.

Conceptos basicos para destacar
e Primer teorema de traslacion en el dominio de s.
e Transformada inversa de Laplace.
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Solucién
La funcién tiene el término e ~* lo que indica un desplazamiento en el dominio de s.
Completando la transformada inversa de Laplace para obtener f(t)

FO = £HF@) = e )+ et {sf 3}

f)=et (cos(\/gt) +%sen(\/§t))




Problema 21

Obtenga la transformada de Laplace de la siguiente funcion

L{u(t — 5)}
Antecedentes
o Algebra: Sustituciones.

Conceptos basicos para destacar
e Transformada de Laplace.
e Segundo teorema de traslacion en el eje t.

e Funcidén escalén unitario.

Solucion
La transformada de la funcién escal6n unitario es

L{g(t — to)} = e"L{g()} = e7°G(s)

Obteniendo la transformada de Laplace de la funciéon

—5s

Llu(t —5)) =2

Problema 22

Obtenga la transformada de Laplace de la funcion

0, t<2
f@®) =

et, t>2

Antecedentes

e Calculo Diferencial: Funcion definida por partes.
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Conceptos basicos para destacar
¢ Transformada de Laplace.
e Segundo teorema de traslacion en el eje t.

e Funciones escaldn unitario.

Solucion

Recordando del segundo teorema de traslacion

0, t<t,
f@ =
g(t — to), t =t

La transformada de Laplace de funcion escalén unitario es
LE{g(t — to) u(t — to)} = e~ 0°G(s)
Graficando la funcion f(t) se tiene

50 3
40 -
30 -
20 -

10 -

0 T T T gl

La funcién f(t) también se puede expresar con una regla de correspondencia de la
siguiente forma

f(t) =u(t—2)et

Para poder obtener la transformada de Laplace, ambas funciones deben tener el
mismo traslado en t = 2. Completando este traslado en e’ sumando y restando un
2 en el exponente

f() =u(t —2)et=2"2 = u(t — 2)et2e?
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Aplicando la transformada de Laplace

F(s) = L{f ()} = L{e*u(t — 2)e?}

F(s) = e2L{u(t — 2)et=2} = ¢? (::ﬁ)

—25+2

Fs) = s—1

Problema 23

Utilizando la funcién escalon y rampa, obtenga L{f (t)}

f®
N
9

v

Antecedentes
e (alculo Diferencial: Funcién definida por partes.
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Conceptos basicos para destacar

¢ Transformada de Laplace.

e Segundo teorema de traslacion en el eje t.
e Funcién escalén unitario.

e Funcién rampa.




Solucion

Recordando del segundo teorema de traslacion

0, t<t,
f() =
g(t —to), t>t,

La transformada de esta funcion definida por partes es

L{f ()} = e7L{g ()} = e7°G(s)

La transformada de Laplace de la funcién escalén unitario es

L{g(x = xo)u(x — xo)} = ™G (s)

—toS

L{u(t —ty)} =

La transformada de Laplace de la funciéon rampa

—toS

L{r(t —t))} = =2

De la grafica se puede observar que la funcion t esta restringida para valores de t > 3.

Es decir, la funcién f (t)se puede expresar como

0, t<3
f() =

t, t=3

Lo anterior se obtiene multiplicando la funcién t por un escalén trasladado 3 uni-
dades a la derecha

F(©) = tu(t - 3)
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Donde vale cero para t < 3y uno para t = 3. Ahora bien, para aplicar el segundo
teorema de traslacion, se tiene que restar 3 y sumar 3 para no alterar la funcion

@) =[(t—3)+3Jult—-3) =({t—-3)ult —3)+3u(t-3)

Se identifica la funcién rampa (t — 3)u(t —3) = r(t — 3)

F(s) = L{r(t —3)} + 3L{u(t — 3)}

Por lo tanto, la transformada de Laplace de la funcién es

-3s -3s

e e
F(s) = +3

52 S

Problema 24

Dada la siguiente grafica
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a) Expresarla en funcién escalén unitario.

b) Encontrar su transformada.

Antecedentes
e (alculo Diferencial: Funcion definida por partes. Regla de la cadena.




Conceptos basicos para destacar

¢ Transformada de Laplace.

e Segundo teorema de traslacion en el eje t.
e Funcién escaldn unitario.

e Derivada de una transformada.

Solucion

a) A partir de la grafica y de la funcién escalén unitario
f@O)=0Ct-—Dut—-1)—(t—-Dult—2)+u(t—2)
Desarrollando la funcién
FO) =tu(t—1) —u(t —1) — tu(t — 2) + u(t — 2) + u(t — 2)
fWO=tut—1)—u(t—1) —tu(t—2) +2u(t —2)
b) Transformando la funcién
LIFO)} = L{tu(t — 1)} — L{u(t — 1)} — L{tu(t — 2)} + 2L{u(t — 2)}

Haciendo uso de derivada de una transformada

dn
LE"g (0} = (D" 6(s)

Identificando los términos a los que se les puede aplicar esta propiedad conn = 1

d re”s —se S—e~ S
tiue - )= - (5) =~

e *(s+1)

L{tu(t — 1)} = <2
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d [e™?s 2se 25 4 o728
L{tu(t—Z)}=—E< S )— =2
2525+ 1
L{tu(t — 2)} = *

Aplicando la transformada de Laplace

F(s) = L{F(6)} = %2“) e eM@s+1) 2e7

s s2 s

se S +e S —se ®—2se7 % —e7% 42572
F(s) =

Simplificando

Problema 25

Obtenga la transformada de Laplace de la funcién mostrada en la figura

f®
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Donde los valores de r mostrados en la grafica valen una unidad.




Antecedentes

e (Calculo Diferencial: Funciéon definida por partes.

Conceptos basicos para destacar

e Transformada de Laplace.

e Segundo teorema de traslacién en el eje t.
e Funcidén escaldn unitario.

e Funcién rampa.

Solucién
Recordando del segundo teorema de traslacion

0, t<tg

f@®) =
g(t —to), t=t,

La transformada de una funcién definida por partes es
LIF ()} = e L{g(D)} = e~°G(s)

La transformada de Laplace de la funcién rampa

—toS

L(r(E = t0)} = £{(¢ — t)u(t — t)} = —

La funcién rampa de la funcidn del problema es

t, t<1

f@ =
git—1), t=>1

De analizar la grafica y de la funcién rampa

fO) =t—(t—Dut-1)
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Aplicando la transformada de Laplace a la funcién

-S

LIUFO)Y = L{t} — L{(t — Du(t - 1)} = siz - es_z
Simplificando
F(s) = = — )

Problema 26

Plantear la siguiente funcién en términos de la funcién rampay escaldn, y encontrar

su transformada de Laplace.

S P -_———
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Antecedentes
e (Calculo Diferencial: Funciéon definida por partes.

Conceptos basicos para destacar

e Transformada de Laplace.

e Segundo teorema de traslacion en el eje t.
e Funcidén escaldn unitario.

e Funcién rampa.

Solucion

Planteando la funcién en términos de la funcién rampa y escal6n unitario

f(@) =2u(t) +2r(t) — 2u(t — 1) — 2u(t — 2) — 2r(t — 3) + 2u(t — 3)

—2r(t—3)+ 2u(t —4) + 2u(t —5) +

+2r(t —6) — 2u(t —6) —4u(t —7) + 2u(t — 8)

Su transformada de Laplace es

F(s) = 2 N 2 2eS 2e7% 2e‘35+2e_35 2e73s
5T s s 52 s s2

+ + +—- —
S s S S S S

2e74 20755 2765 2765 4775 78S
+
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Problema 27

Obtenga la transformada de Laplace de la funcién f(t) mostrada en la figura

N J l:!'}

Antecedentes
e (Calculo Diferencial: Funcién definida por partes.

Conceptos basicos para destacar

e Transformada de Laplace.

e Segundo teorema de traslacion en el eje t.
e Funcion escaldn unitario.

e Transformada inversa de Laplace.

Solucion

La grafica de la funcion se escribe en términos de la funcién escalén unitario u(t)
1 2 1
f() = ;u(t) — ;u(t —a)+ ;u(t —2a)
Obteniendo la transformada inversa de Laplace

F(s) = LHf ()} = £ {%u(t)} ! {—%u(t - a)} ! {%u(t _ 2a)}
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2 1
F(s) = %ﬁ_l{u(t)} - ;L‘l{u(t —a)}+ ;L‘l{u(t —2a)}

1 2e—aS e—ZaS

= - —
azs a’s azs

1
F — 1 2e~as —2as
(s) = ( e™¥ 4+ e74%)

De tal manera que se simplifica a

F(s) = %(1 — e74)2

Problema 28

Utilice la antitransformada de Laplace para la siguiente expresion

4 Se—ZS 3e—6s 4_e—1OS
Y(s) =— -
(%) s + s2 52 + s2+9

Antecedentes
e Algebra: Descomposicién en fracciones parciales.

Conceptos basicos para destacar
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e Segundo teorema de traslacion en el eje t.
e Transformada inversa de Laplace.
e Funcion escaldn unitario.

Solucion

Como Y (s) presenta en traslaciones en el dominio de ¢, su transformada inversa

de Laplace esta dada por

L{y(t)} = e " L{g(t)} = e7"°G(s)
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Ademas, la transformada inversa de Laplace de la funcién escal6n unitario y de la

funcién rampa son

—tos
L1 {e . } =u(t —ty)

—tos
£ {esz } =t —t) = (t — to)u(t — £;)

De acuerdo a lo anterior, se obtiene y(t)

Se—ZS 36—65‘ N 4_e—10.s‘
§2 s2 s2+9

Y@ = L) = £ {4 2

y(t) =4+ 5( — 2)u(t —2) — 3(t — 6)u(t — 6) + %sen(3(t —10))u(t — 10)

Problema 29

Obtener la antitransformada de la siguiente expresion
se —2s

Y(s)= —0o
()= T a5+ 16
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Antecedentes
e Algebra: Trinomio cuadrado perfecto.

Conceptos basicos para destacar

e Transformada inversa de Laplace.

e Primer teorema de traslacion en el dominio de s.
e Segundo teorema de traslacion en el eje t.

e Funcidén escaldn unitario.
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Solucion

Completando el trinomio cuadrado perfecto del denominador

—2s —2s

se se

Y = =
O = Fiasrariz Groiriz

Sumando y restando 2 en el numerador y asociando términos

[(s+2)—2]e7* (s+2)e™* 2e7%
(s+2)2+12  (s+2)2+12 (s+2)2+12

o o (s+2)e7? _ e 2
0 =260 = {2 (o )

Y(s) =

La transformada inversa de Laplace también tiene una traslacidn en el dominio de

s, por lo tanto su resultado es

y(t) = e72(t=2) [Cos (\/ﬁ(t - 2)) - \/%sen (\/ﬁ(t - 2))] u(t —2)

Problema 30

Resuelva la siguiente transformada inversa de Laplace.
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_r
e 2°(s +2)

-1
£ s24+10s+ 30

Antecedentes

e Algebra: Trinomio cuadrado perfecto.
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Conceptos basicos para destacar
¢ Transformada inversa de Laplace.
e Primer teorema de traslacion en el dominio de s.

e Segundo teorema de traslacion en el eje t.

Solucién
Primero, se completa la funcién dada para poder obtener su transformada inversa
de Laplace. Por lo tanto, se agrega un 3 y un —3 en el numerador de la funcién y se

completa el trinomio en el denominador

T _r
-1 e 2°(s+2) Ry (s+2+3—3)e2°
5?2+ 10s + 30 s24+10s+25+5

_n _T

(s+5)e72° 3e72°

— -1

(s+5)2+5 (s+5)2+5

Finalmente, aplicando el primer y segundo teorema de traslacion a la transformada
inversa de Laplace

Vs Vs s
e 2°(s+2) ) (s+5)e7?’ 3 V5e72°

s2+10s+30( GG+52+5( VB~ |(5+5)2+5

-1

el e ) ) L
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Problema 31

Obtenga la solucién del sistema

x' 2 0 07rx 3
y’] = !O 3 0 [y] +| -1 ]
Py 0 0 —-1llz cos (t)

Sujeto a las condiciones x(0) = 1, y(0) = —2,z(0) = 3.

Antecedentes
e Algebra: Descomposicién en fracciones parciales. Niimeros complejos.

Conceptos basicos para destacar
e Transformada de Laplace.
e Transformada de una derivada.

e (Condiciones iniciales.

Solucion
Reescribiendo el sistema de ecuaciones

x'—2x=3
y' —3y=-1

z'+ z = cos(t)
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Aplicando la transformada de Laplace al sistema

sX(s) —x(0) — 2X(s) = %

sY(s) —y(0) = 3Y(s) = _%

sZ(s) —z(0)+ Z(s) = 211




Sustituyendo las condiciones iniciales x(0) = 1, y(0) = -2y z(0) =3

sX(s)—1—2X(s) =§

sY(s)+2—-3Y(s) = —%

sZ(s) —3+Z(s) =211

Simplificando
3
X(s)(s—2) =§+ 1

Y(s)(s—3) = —%—2

S
Z(S)(S+1) =m+3

Despejando las funciones

3+s/ 1 3+s

X(s) = (5—2) =s(s—Z)
—2s—1/ 1 —2s5—-1
) = (s—3> =s(s—3)

Z(s) =

352+s+3< 1 )_ 3s2+s+3
s2+1 \s+1/ (s2+1)(s+1)

Aplicando descomposicién mediante fracciones parciales para X (s)

3+s _A+ B
s(s—2) s s—2

3+s=A(s—2)+Bs
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Sis =

Sis =2:

3=A(-2) > A=-=

5=B(2) -» B=

Andalogamente para Y (s)

Sis=0:
Sis=3:

Ahora para Z(s)
Sis =-—1:

Sis =1i:

—23—1_A+ B
s(s—3) s s-3

—2s—1=A(s—3) +Bs

—1=A4(-3) - A=
—7-B@) - B=-

3

3s’+s+3 A +Bs+C
(s24+1D(s+1) s+1 s2+1

3524+ 5+3=A(?*+1)+(Bs+C)(s + 1)

5=412) - A=

i=—-B+Bi+C+C(i
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Por igualdad de ntimeros complejos

{R: —-B+C=0 - B=C

C: B+C=1 - 2B=1

B—c—1
)

Por lo tanto, las funciones X(s), Y(s) y Z(s) quedan como

5
3s2 +s5+3 3
+

2 =T DG+ s

Aplicando la antitransformada de Laplace

- -3 fdefy

5 3
_ 222
x(t)—ze 3

y(®) = L7HY(s)} = %L—l {l} _ ;E‘l{ 1 }

7 1
- __ 3t -
y(t) 3¢ T3

4u=ﬁﬂw@n=;fﬂtid+%ﬁﬂ{ S

z(t) = %(cos(t) +sen(t)) + ge't
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Problema 32

Obtenga la transformada de Laplace de la ecuacién diferencial

y' —3y=e*
bajo la condicién y(0) = 1.

Antecedentes

e Algebra: Sustituciones. Factorizacién con factor comun.

Conceptos basicos para destacar
e Transformada de Laplace.
e Transformada de una derivada.

e (Condiciones iniciales.

Solucion
Para obtener la transformada de Laplace de la funcién y™(x) se utiliza la siguiente
expresion

L™ (x)} = s™Y(s) — s"1y(0) — s"7 2y (0)—... —y ™D (0)

Aplicando la transformada de Laplace
L{y'} = 3L{y} = L{e*"}

1
sY(s) —y(0) —3Y(s) = Py

Sustituyendo la condicién inicial y despejando Y (s)

1 -1
G- =1+— > (-3 =—

(s-1

YO =G=36-3
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Problema 33

Utilizando la transformada de Laplace resuelva la ecuacién diferencial

eyt 9y = Leos )
y y y= 4-COS 2

sujeta a las condiciones iniciales y(0) = 1y y'(0) = 6.

Antecedentes
e Algebra: Trinomio cuadrado perfecto. Factorizacién. Nimeros complejos.

Descomposicion en fracciones parciales.

Conceptos basicos para destacar
e Transformada de Laplace.

e Transformada de una derivada.

e Transformada inversa de Laplace.

e Condiciones iniciales.

Solucion
Para obtener la transformada de Laplace de una derivada se utiliza la siguiente
expresion

L™ ()} = s"Y(s) = 5"y (0) — s"72y'(0)—... =y "D (0)

Aplicando transformada de Laplace a la ecuacion diferencial

_|
m
>
=
_|
m
>
N
-
m
>
w
_|
m
<
>
>
>
)
=
0
>
@)
o
=z
m
wn

S

s2Y(s) — sy(0) — y'(0) — 6(sY(s) — ¥(0)) + 9Y(s) = 1
s2 + Z

Sustituyendo las condiciones iniciales y despejando Y (s)

- _s

(s2-65+9)Y(s)—s—6+6=

S
4 _ 2 _ 4
1 (s —3)Y(s) = 1 +s

24 = 2 4=
s+4 S+4




3

S S
=3 () =—2t 5 (s-3)(s)=—
+Z SZ+Z

Y(s) =

1
(52 + Z) (s —3)?
Desarrollando en fracciones parciales

s3 _As+B+ C N D
1 - 1 — — 32)2
(s2 +I) (s—=3) s*+z s=3 (s=3)

(As+B)(s—3)2+C(sz+%)(s—3)+D(sz+%)=s3

Dando algunos valores a s para encontrar los valores de las constantes

Sis = 3:
D(9+1> 27 37D 27
—| = - —_ =
4 4
108
© 37
Sis =2
2

Ai Ai 1 6i i
(7+B)(sz—6s+9)=s3 - <7+B)(————+9>=——

(Ai +B)( 6i 35) i (Ai +B)< 31 + 35) i
JE— [ —_— ) = — — —_ J— j— _— ) = — —
2 2 "4 8 2 Ty 8

3 A3t i g
2 Pt T P Ty
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Por igualdad de nimeros complejos

Para la parte real

R: 3 A+ 35 B=0
o2 4
Para la parte imaginaria
C: 35 A—-3B = !
-8 -8

Despejando el valor de A de la primera ecuacidn y sustituyéndolo en la segunda

3A 35B 4 70B
—_ —_ —_— - —_ —_—
2 4 12
35( 7OB) 3B 1 24SOB 3B 1
_ — — i [ J—— - —_ — [ J——
8 12 8 96 8

B (—2450 — 288) 1 (—2738)3 1
_ | = — — —_
96 8 96

96 12 6

B: = =
8(2738) 2738 1369
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5= 6
" 1369
A= 7OB_ 70( 6 )
T 127 7 12\1369
35
1369

Sis=0:

9B 3C+1D 0 9B+1D 3C
—_— — = - — = —
4 4 4 4

9( 6 >+1<108> 3C 54 +108 3C
—_ = — 4 —_— —_— = —
1369/ 4\ 37 4 1369 148 4




4( 54 +108)_ C_1404
3\1369 ' 148/ " 1369
Sustituyendo los valores de A, B, C y D
35 6 1404 108
s® 3 (‘ 1369) S+ 1369 , 1369 37
2 1 2_ 2 1 +S—3+(S—3)2
(s +Z)(S_3) st+z

( 35 )S+ 6 1404 3996

_ \ 1369 1369 , 1369 , 1369
1 1 -3 —3)2
(sz + Z) (s —3)? s?+z s (s=3)

Factorizando

1 [—-35s+6 1404 3996

+ +
1369 52+% s—3 (s—3)2

Y(s)=

Aplicando la transformada inversa de Laplace

1
1 6 > 1
LYY (s)} = ——| —35271 vty —2 Ly 14041:—1{—}
1369 PIEY Sl DU 5—3
7) 2 7
+ 3996[:‘1{ ! }
(s —3)?

y(t) = L(125en (E) —35cos (E) + 14043t + 3996te3t>
1369 2 2
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Problema 34

Haciendo uso de la transformada de Laplace obtenga la solucién de la ecuacién dife-
rencial
x"" +9x = 18 cos(3t)

con la condicién x(0) = 0y x'(2m) = 0.

Antecedentes
e Algebra: Descomposicién en fracciones parciales.
e (élculo Diferencial: Regla de la cadena.

Conceptos basicos para destacar
e Transformada de Laplace.

e Transformada inversa de Laplace.
e Transformada de una derivada.

e Derivada de una transformada.

e Condiciones iniciales.
Solucion
Para obtener la transformada de Laplace de una derivada se utiliza la siguiente

expresion

L{X™(x)} = s"X(s) — s" 1x(0) — s*2x'(0)—... —x"D(0)
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La transformada de Laplace de la ecuacion diferencial es

s2X(s) — sx(0) — x'(0) + 9X(s) =

s2+4+9

Aplicando la condicién inicial x(0) = 0 y como no se tiene un valor para x'(0) , en-
tonces solo se dejara expresada

18s
s2+9

s2X(s) —x'(0) +9X(s) =




Despejando X(s)

(s? 4+ 9X(s) = 18s 18s x'(0)

219 X0 = X&) =gz re T i 9

18s x'(0)
D GCET)

X(s) =

Como se observa que el primer término del lado derecho de la igualdad

18s  d ( -9 )
(s2+9)2 ds\s2+9
equivale a usar la expresion para la derivada de una transformada

n

d
Lit"g(O)} = (1" 75 G(s)

Conn = 1. Es decir

d/ -9 x'(0)
X(s) = —( )
ds\s?2+9/ (s2+9)
Aplicando la transformada inversa de Laplace
x'(0
x(t) = 3tsen(3t) + g )sen(3t)

Haciendo x'(0) = C

x(t) = (%C + 3t> sen(3t)
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Problema 35

Obtenga la transformada de Laplace del siguiente problema de valor inicial
y'+y' —=2y=1-2t; y(0)=0, y'(0)=4

Antecedentes

e Algebra: Descomposicion en fracciones parciales.

Conceptos basicos para destacar
e Transformada de Laplace.

e Transformada de una derivada.

e Transformada inversa de Laplace.
e Condiciones iniciales.

Solucién
Se aplica la transformada de Laplace a cada término de la ecuacién

L} + Ly + L{-2y} = L{1} + L{-2t}

1 2
S2Y(s) = sy(0) = y'(0) +sY(s) =y(0) =2Y(s) = -~

Después se sustituyen las condiciones iniciales y se reagrupa la variable Y (s)
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s2Y(s) — 4 + sY(s) — 2Y(s) :55_22 -  (s2+s-=2)Y(s) =SS_22+4-
_4s?+5-2 AP +s—2
(S + 2)(5 — 1)Y(S) = S—Z - Y(S) - SZ(S + 2)(5 _ 1)

Planteando la Y (s) en fracciones parciales

452 +s-2 _A+B+ C N D
s2(s+2)(s—1) s s2 s+2 s-—1




45 +s—2=A4s(s +2)(s— 1)+ B(s +2)(s — 1) + Cs*(s — 1) + Ds?*(s + 2)
4s? +s—2=(A+C+D)s>+(A+B—C+2D)s*+ (—2A+ B)s— 2B
Al igualar componentes se obtiene el sistema de ecuaciones
A+C+D=0
A+B—-C+2D =4
—-2A+B=1
—2B = -2

Al resolver el sistema se obtiene

Sustituyendo estos valores

-1 4 1
s+2 s-—1

0 1
Y(S) =—+—2+
S S

Aplicando la transformada inversa de Laplace

o= 3-e (e

Por lo tanto, la solucién es

|y(t) =t—e % tet
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Problema 36

Resuelva la siguiente ecuacion
y'+6y +9y =u(t—2)
si se sabe que esta sujeta a las siguientes condiciones y(0) = 1y y'(0) = 0.

Antecedentes
e Algebra: Trinomio cuadrado perfecto.

Conceptos basicos para destacar

e Transformada de Laplace.

e Primer teorema de traslacion en el dominio de s.
e Segundo teorema de traslacion en el eje t.

e Funcion escal6n unitario.

e Transformada inversa de Laplace.

e Condiciones iniciales.

Solucién
La transformada de Laplace de una derivada esta dada por la expresiéon

L") = 5"V (5) = 5" 1y(0) = "2y (0)—... =y "D (0)

Aplicando lo anterior a la ecuacién diferencial
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(s?Y(s) — sy(0) — ¥'(0)) + 6(sY(s) —y(0)) + 9Y(s) = ™%
De las condiciones iniciales

(s2Y(s) —s(1) — 0) + 6(sY(s) — 1) + 9Y(s) = e™2s
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Despejando Y (s)

S2Y(s) —s+6sY(s) —6+9Y(s)=e 2 o (s2+6s+9Y(s)=e X +s5+6

e +s+6 e +s5s+6

Y = =
) s24+6s+9 (s +3)?
Y(s) = e~%s N s+6
S T s246s4+9 s2+65+9
Simplificando
e™%s s+3+3 e~% s+3 3
Y(s)

T G+372 G437 G132 (4372 +3)2

e~?s 1 3

YO =Grartsi3t Gran

Obteniendo la transformada inversa de Laplace y considerando que en Y (s) se invo-

lucran el primero y segundo teoremas de traslacion

|y(t) =(t—2)e 3Dyt —2)+ e 3 + 3te‘3t|

Problema 37

Resuelva el problema de valor inicial
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x"+4x"+4x=1+6(—-2); x(0)=0, x'(0)=0

Antecedentes

e Algebra: Trinomio cuadrado perfecto. Descomposicion en fracciones parciales.
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Conceptos basicos para destacar

¢ Transformada de Laplace.

e Primer teorema de traslacion en el dominio de s.
e Segundo teorema de traslacion en el eje t.

e Funcién delta de Dirac.

e Transformada de una derivada.

e Transformada inversa de Laplace.

e (Condiciones iniciales.

Solucién
Primero, cabe destacar la presencia de la delta de Dirac y cuya transformada tiene
la siguiente forma

Lt — te)=e, >0

Obteniendo la transformada de Laplace a cada término de la ecuacién

L{x"}+ L{4x"} + L{4x} = L{1} + L{5(t — 2)}

1
s2X(s) —sx(0) — x'(0) + 4(sX(s) — x(0)) + 4X(s) = 5 +e7%s
Sustituyendo las condiciones iniciales y despejando para X(s)

1 1
52X (s) + 4sX(s) + 4X(s) = 5 +e™? 5  (s24+4s5+4)X(s) = 5 +e7%
1 e—ZS

X =702 G2
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Separando las componentes

1
AR

-2s
%) = Gy




Proponiendo lo siguiente para obtener la transformada inversa de Laplace a X(s)
LTHX()} = L7THX(8) + X5(8)} = x4 (8) + x,(t) = x(2)

Al desarrollar X; (s) en fracciones parciales

1 A B C

X = = —
1(5) s(s +2)2 s-l_s+2+(s+2)2

1=A4(s+2)>+Bs(s+2)+Cs=(A+B)s?>?+ (4A+ 2B+ C)s + 44
Formando el siguiente el sistema de ecuaciones para encontrar los valores de las
constantes A,By C

A+B=0

4A+2B+C=0

4A=1
A—1 B = 1 C = !
Ty Ty T2
Reescribiendo X; (s)

11 _1

4 4 2
X(s)==
1(5) s-l_s+2+(s+2)2

Obteniendo x, (t) mediante la transformada inversa de Laplace

o= con =L -2t
x1(t) = %— %e‘zs — Zte2s
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Se aplica la transformada inversa de Laplace a X, (s) para obtener x,(t)

—2s
x(8) = L7 ()} = £ {(;—2)}
x,(t) = (t — 2)e 2Dy (t - 2)
Finalmente
x(£) = x1(6) + x,(8)

x(t) =

1
e~ — Ete‘ZS + (t — 2)e 2Dyt — 2)

1
4

Problema 38

Resolver la siguiente ecuacion diferencial haciendo uso de la transformada de Laplace

I

y" + 2y = tu(t) + 4u(t — 2m)

Paray(0) =1yy'(0) = 1.

Antecedentes
e Algebra: Descomposicién en fracciones parciales. Ntimeros complejos.

Conceptos basicos para destacar
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e Transformada de Laplace.

e Transformada de una derivada.

e Segundo teorema de traslacion en el eje t.
e Funcién escalén unitario.

e Derivada de una transformada.

e Transformada inversa de Laplace.

e (Condiciones iniciales.
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Solucion

Aplicando la transformada de Laplace en ambos lados de la ecuacién diferencial
L{y" + 2y} = L{tu(t) + 4u(t — 2n)}

Para la funcién tu(t) del lado izquierdo de la igualdad se obtiene la derivada de una
transformada

d (1 —2ms 1 —27s
L{tu(t) + 4u(t — 2m)} = (-1) E(E) 40T = — 4 4o

Por lo tanto, la transformada de la ecuacién diferencial queda como
2y 0) = /(0 + 2¥(s) = = + 4o~
sY($) = sy(0) =y (0) +2Y(s) = 7 +de
De las condiciones iniciales
1
s?Y(s) —s(1) — (1) +2Y(s) = =3 + 4727

Se despeja la incognita

s34+s%2+1
L B L

4e—Zns
SZ

1
Y(s)(s2+2) = = +s+1+4e™?™ S Y(s)(s?+2)=

s3+s24+1  4e %

YO =g+ "+
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La transformada inversa de Laplace de Y (s) es

y(©) =LHY ()} = 5_1{52(52 T2 T 12

N s3+s2+1 +a e~ 2ms
Y= s2(s?2 +2) s2+2

s3 45241 4e‘2"s}




Para el primer término se realiza una descomposicién en fracciones parciales

s3+52+1_A+B +Cs+D
s2(s2+2) s sz s2+42

s3+s2+1=A4s(s?+2)+B(s>+2)+ (Cs + D)s?
De resolver la expresion anterior se tiene que los valores de las constantes son

A=0 B—1 c=1 D—1
- Y _ZI - ) _2

1 1
s?+s*+1 3 +S+§
s2(s24+2) sz 5242

La transformada inversa de Laplace queda como

t —1L-1{1}+L-1{ 5 }+1L‘1{ 1 }+4L-1 e’
y(O) =577 s2+2) 727 12 +2 s2+2

Completando el resto de los términos
1 1 s 1 V2 4 \2e~%ms
y(t) =L} {—} + L == +—rt)
2 s2 s2+2) 22 s2+2) 2 s2+2

y() = %t + cos(\/zt) + %sen(ﬁt) + \%sen(ﬁ(t —2m))u(t — 2m)
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Problema 39

Resolver la siguiente ecuacién diferencial mediante el uso de la transformada de
Laplace
2x" +4x = (t — 2m)u(t — 2m)

parax(0) = 1yx'(0) =0.

Antecedentes
e Algebra: Descomposicién en fracciones parciales. Niimeros complejos.

Conceptos basicos para destacar

e Transformada de Laplace.

e Transformada de una derivada.

e Segundo teorema de traslacion en el eje t.
e Funcién escalén unitario.

e Transformada inversa de Laplace.

e Condiciones iniciales.

Solucién
Aplicando transformada de Laplace en ambos lados de la ecuacién diferencial

L{2x"} + L{4x} = L{(t — 2m)u(t — 27)}

—27Ss

2(s2X(s) —sx'(0) — x(0)) + 4X(s) =
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s2

De las condiciones iniciales

—27s

2(s?2X(s) —s(1) — 0) + 4X(s) =

52




Despejando X(s)

—27s 25 e—ZTL'S

sZ 252+ 4 + s2(2s2+4)

X(s)(2s2 +4) =2s+

1 e—271.'s
+_
2 25%(s?+2)

s
X(s) =
(s) 52+

Obteniendo la transformada inversa de Laplace de la expresion anterior

. B s 1 . e~2ms
x(0) = LX)} = L7 g + 5L peren

Para resolver la segunda inversa se realiza una descomposiciéon en fracciones

parciales
1 A B C(Cs+D

52(52+2)=§+52+ s2+2
1=As(s?+2)+ B(s? +2) + (Cs + D)s?

Donde los valores de las constantes son

1

A=0, B=z, €=0, D=—3
11
1 _2., 72
s2(s24+2) s s242
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Completando

- e (- (35

Se resuelven las transformadas inversas

1 1 1
x(t) = ‘/—Ecos(\/ft) + 1 [(t —2m) — \/—Esen (\/E(t — 211))] u(t — 2m)

Problema 40

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial
y'+2y +y=8(1t—-1)
Siy(0)=0yy'(0) =0.

Antecedentes
e Algebra: Trinomio cuadrado perfecto.

Conceptos basicos para destacar
e Transformada de Laplace.

e Transformada de una derivada.
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e Primer teorema de traslacién en el dominio de s.
e Segundo teorema de traslacion en el eje t.

e Funcién delta de Dirac.

e Transformada inversa de Laplace.

e Condiciones iniciales.




Solucién
Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién diferencial

LEy"} + 2L + Ly} = L{6(t — 1)}
s2Y(s) —sy(0) —y'(0) + 2sY(s) — 2y(0) + Y(s) = e~S
Sustituyendo las condiciones iniciales
S2Y(s) + 2sY(s)+Y(s)=e”S

Despejando la incognita Y (s)

1
2 =5 —e S| ——mM8M8M—
Y(s)(s®+2s+1)=e - Y(s)=e (sz Fyn 1)

Y(s)=e"° <(s+1)2)

Aplicando la transformada inversa de Laplace considerando que se tiene una

traslacion en el dominio de s

ly(®) = (t — e~ Du(t — 1)

Problema 41

Resuelva el problema de valor inicial
0, sio<t<2
y'+ty=f@®); fO=

et=2,  si2<t

y(0) =0y y'(0) = 0.
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Antecedentes
e Algebra: Nimeros complejos.

e (Calculo Diferencial: Funcion definida por partes.

Conceptos basicos para destacar

e Transformada de Laplace.

e Primer teorema de traslacion en el dominio de s.
e Segundo teorema de traslacion en el eje t.

e Funcién escaldn unitario.

e Transformada de una derivada.

e Transformada inversa de Laplace.

e Condiciones iniciales.

Solucién
Aplicando la transformada de Laplace

L{y"} + L{y} = L{f (D)}

Con la traslacion
L{y"} + L{y} = L{e"™*}

-2s
s*Y (s) = sy(0) = y'(0) +Y(s) = se+ 1

Sustituyendo las condiciones iniciales y despejando Y (s)

e—Zs

s+1

Y(s)(s?+1) =

e—ZS

YO =G e+
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Utilizando descomposicion en fracciones parciales

1 __A__B+Cs
(s2+D(s+1) s+1 s2+1

1=A4(s?*+1)+B(s+1)+Cs(s+1)

Sis=-—1:
1
1=4@) > A=3
Sis =0:
1=14iB(1) » B=1
= — - = —
2 2
Sis=1:
1 1 1
1=5@+5+C@) - €=

Sustituyendo estos valores y aplicando la transformada inversa de Laplace

1, 1, 1
y(t) = L1 2 -1)2 -1 2
s+1 s2+1 s24+1

(t)—lL'l e % +1[,'1 e s 11:_1 se™%
Y=o 1s+1172" 1s2+1f 2 sZ+1

y(t) = %[e(t‘z) + sen(t — 2) — cos (t — 2)u(t — 2)
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Problema 42

Obtenga la solucién x(t) del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales usando

la transformada de Laplace.

2LV,
dt ar X7
DY a-3y=2
dt Tar TV

Con las condiciones iniciales x(0) = 0, y(0) = 0.

Antecedentes

e Algebra: Descomposicion en fracciones parciales.

Conceptos basicos para destacar

o Transformadas de Laplace en la resolucién de sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales.

e Transformada de una derivada.

e Transformada inversa de Laplace.

e Condiciones iniciales.

Solucién
Primero, se aplica la transformada de Laplace a cada ecuacién

2L{x"} + L{y'} — 2L{x} = L{1}
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L{x'}+ L{y'} = 3L{x} — 3L{y} = 2L{1}

Z(SX(S) — x(O)) +sY(s) —y(0) — 2X(s) =

wliNGg| R

sX(s) —x(0) +sY(s) — y(0) —3X(s) — 3Y(s) =
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Después se evaltan las condiciones iniciales

25K(5) + Y (5) — 2X(s) = -

sX(s) + sY(s) — 3X(s) = 3Y(s) = %
(25~ DX+ ¥ =2 (D)
(=X + - DO =2 . (2)

Se despeja Y (s) de la ecuacion (1)
1/1
Y(S) = ;(;-}' (—ZS + 2)X(S)>

Sustituyendo esta dltima en la ecuacion (2)

(s=3)X(s)+(s—3) E (% +(—2s+ 2)X(s)>] =

Simplificando

S 52

((5_3)+(s—3)(s—25+2)>x(s)=E_(s—3)
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Al despejar X(s) queda

X(s) = S (25—s+3>_ S (25—5+3>
TG -3)+(s—3)(-25+2) 52 T —s2455—6 52
s+3

XS =G 6-3)
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Reescribiendo la funciéon X (s) en fracciones parciales

s+3 A B C

s(s—2)(s—3)=;+s—2+s—3

s+3=A(s—-2)(s—3)+Bs(s—3)+Cs(s —2)

> s+3=((A+B+C)s?+(-54—3B—-2C)s+64A

De donde se obtiene el siguiente sistema
A+B+C=0
—-5A-3B-2C=1
64 =3

Los valores de las constantes son los siguientes

Entonces, X(s) queda como

15
2 2

X(s) =5+ —=

(s) s+s—2+s—3

Obteniendo la transformada inversa de Laplace
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x(t) = L7H{X(9)} = %L‘l {%} - gﬁ'l B - 1+ 267 - 3

Por ultimo, la solucién x(t) del sistema de ecuaciones diferenciales es

1 5
- _2 2 3t
x(t) 57 5¢ + 2e
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Problema 43

Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales utilizando la transformada

de Laplace
{ x' — 2y =4t

—4x+y +2y=—4t -2
Para x(0) =4y y(0) = -5.

Antecedentes

e Algebra: Descomposicion en fracciones parciales.

Conceptos basicos para destacar

e Transformadas de Laplace en la resoluciéon de sistemas
de ecuaciones diferenciales lineales.

e Transformada de una derivada.

e Transformada inversa de Laplace.

e Condiciones iniciales.

Solucién
Aplicando la transformada de Laplace en todo el sistema

L{x'} — 2L{y} = 4L{t}
—4L{x} + LY} + 2L{y} = —4L{t} — 2£{1}

.
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sX(s) —x(0) — 2Y(s) = 54—2
) 4 2
L —4X(s) +sY(s) —y(0) + 2Y(s) = —27

De las condiciones iniciales

sX(s) —4—-2Y(s) = 54—2
—4X(s) +sY(s) + 5+ 2Y(s) = —54—2 —%




Simplificando

sX(s) —2Y(s) = 54—2 +4

k—4X(s)+Y(s)(s+2) = —;—%—5

([ s —2r(s) = B

—5s2 —25s—4

kX(s)(—4) +Y(s)(s+2)= 2

Multiplicando por s + 2 a la ecuaciéon (1) y por 2 a la ecuacién (2)

(

(s + 2)[X()(s) = 2Y(s)] = (s +2) (451:’ 4) ()

2[X(8) (=) + Y(s)(s +2)] = 2 <M> ()

SZ
Sumando las dos ecuaciones del sistema

453 4+ 852+ 45+ 8 —8 — 45 — 10s?
52

X(s)(s?+2s—8) =

Factorizando del lado izquierdo y simplificamos del lado derecho para poder des-
pejar la incognita

453 — 252

X)[(s+4)(s—2)] =—Q= = 4s — 2
4s — 2

O = ae-2
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Se realiza una descomposicion en fracciones parciales

4s-2 A N B
(s+4)(s—2) s+4 s-2

4s—2=A(s—2)+B(s+4)
Donde los valores de las A y B constantes son

A=3, B=1

4s — 2 _ 3 + 1
(s+4)(s—2) s+4 s-—2

Aplicando la transformada inversa de Laplace para obtener el resultado para x(t)

1
=3 —4t 2t
S—Z} e +e

x(t) = L{S%}u{
Derivando x(t)
x'(t) = —12e™ + 2e%
Sustituyendo x'(t) en la ecuacion diferencial original para poder encontrar a y(t)
x'()—2y=4t - —12e ' +2e* —-2y=4t

y(t) = —6e™* + 2t — 2t

Por lo tanto, las soluciones del sistema son

|x(t) = 3e M + e2t|

|y(t) = —6e M + 2t — 2t|
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Problema 44

Utilice la transformada de Laplace para obtener la solucién del sistema
x'+y=1—-u(t—-2)
x+y' =0

Antecedentes
e Algebra: Trinomio cuadrado perfecto. Regla de Cramer.

e Calculo Integral: Funciones hiperbdlicas.

Conceptos basicos para destacar

e Transformadas de Laplace en la resolucién de sistemas
de ecuaciones diferenciales lineales.

e Segundo teorema de traslacion en el eje t.

e Funcion escaldn unitario.

e Transformada de una derivada.

e Transformada inversa de Laplace.

e Condiciones iniciales.

Soluciéon
Aplicando la transformada de Laplace al sistema de ecuaciones

L{x' + L{y} = L{1} — L{u(t — 2)}
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L{x} + L{y'} = L{0}
SX(S) - x(O) + Y(s) = %_ e~2s

X(s)+sY(s)—y(0)=0




Sustituyendo los valores iniciales x(0) = 0y y(0) =0

sX(s)+Y(s) = %— e™2s

X(s)+sY(s) =0
Aplicando la regla de Cramer para encontrar x(t)

det(4) = |i ;| =s?-1

1—6_25 1

s
0 S

2s

det(X) = =1-—se”

_det(X) 1-se™® 1 se™2s

X(S)_det(A)_ s2—1 s2—1 s2—-1

Aplicando la antitransformada a las expresiones anteriores

—25
x(t) =L {—52 1_ 1} — Lt {:‘ze_ 1}

De donde sus respectivas antitransformadas corresponden con las de las funciones

seno y coseno hiperbdlico, entonces:

|x(t) = senh(t) — cosh(t — 2) u(t — 2)|

Andalogamente para obtener la funcién y(t)

o2 1
det(v) =[5 57 € |=e2——
1 0 s
_ 1 1
det (Y) € 2 -3 e 5 e~2s 1

Y(s)

=det(A)_ s2—1 s2—-1 =2
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Utilizando descomposicion por fracciones parciales para el segundo término

1 -1 _A, B C
s(s2—1) s(s+1(s—-1) s s+1 s-—1

—1=A(s?-1)+Bs(s—1)+Cs(s+ 1)

Dando valores a la variable s

Sis=0:
—1=4(-1) » A=1

Sis=-1:
1
—-1=B(-2) » B==
2

Sis =1:

1
—1=C(2) i C=—E

Sustituyendo estos valores y aplicando la antitransformada

—2s

o e e e )

1 1
y(t) = senh(t — 2)u(t —2) + 1+ Ee_t _ Eet

De las funciones hiperbolicas

[y(©) = senh(t — 2)u(t — 2) — cosh(t) + 1]
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Problema 45

Utilizando la transformada de Laplace de una integral, obtenga

“fiamn)

Realice la comprobaciéon del resultado obtenido.

Antecedentes
e (élculo Integral: Integral definida.

Conceptos basicos para destacar
e Transformada de Laplace.

e Transformada inversa de Laplace.
e Transformada de una integral.

Solucion

De la expresion para encontrar la transformada de una integral

t 1
L{] f(t)dt}— F(s)
0

N

Como

Fo) = (=) 1= ()] =

Entonces

()= [ron

Sustituyendo en f(t) y resolviendo la integral

ro=e ()= e
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f£) = e®]5 = e — e

[f(6) = e® —1]

Para la comprobacién se obtiene la transformada de Laplace de la funciéon f(t)

L{f()} = L{e* -1} =

s—a s

Fes) = 1
() = s(s—a)

Problema 46

Utilizando el teorema de convoluciéon, obtenga la transformada de Laplace de la
funcién

fo tf(t)dt

Antecedentes
e (élculo Integral: Integral definida.

Conceptos basicos para destacar
e Transformada de Laplace.

e Teorema de convolucidn.

Solucion
Del teorema de convolucion

t
f@*Mﬂ=LfUM@—ﬂw

L) * g(©)} = F(s)G ()
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Para este problema

f®le= = f (1)

g) =gt —1) =1zt =1
t T

[ rowa=[ roau
0 0

Por otro lado

LF®)} = F(s)

£lg(0) = £01) =

F
LU = g0} =

Problema 47

Obtenga

o ]

haciendo uso del teorema de convolucion.
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Antecedentes
o Algebra: Leyes de los exponentes.
e (élculo Integral: Integral definida.

Conceptos basicos para destacar
e Transformada de Laplace.
e Teorema de convolucidn.

e Transformada inversa de Laplace.




Solucion

Del teorema de convolucion

t
£ 5 g(t) = f ft-1)g(de

Para este problema

fO=——) g =

s—1’ s+4

1

ey =t} =et  tlg@i=t{g)=e

Sustituyendo estos valores en la transformada inversa de Laplace y aplicando la
convolucién
t

D))= [erreemanme [
S G ()
G

Problema 48

Resuelva la ecuacidn integro-diferencial
t

y(t) + f t—-Dy@)dr=1
0

Antecedentes
e Algebra: Factorizacién por factor comtn.
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Conceptos basicos para destacar
¢ Transformada de Laplace.

e Teorema de convolucion.

e Transformada inversa de Laplace.
e Ecuacion integro-diferencial.

Solucion

Aplicando la transformada de Laplace

L{y®)}+ L { ] (t —y() dr} = L{1}
0

Y(s) +Y(s) (Siz) = %
Despejando Y (s)

1 1 2+1 1
o (1+g) =5 - Y“)(S; )=;

1( s2 s
v _§<s2 + 1) © YO =g

Obteniendo la transformada inversa de Laplace

y(t) = cos (t)
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Problema 49

Determine f(t) si
f(Hy=t>+et —f f(@et"dr
0

Antecedentes
e Algebra: Descomposicién en fracciones parciales.




Conceptos basicos para destacar
¢ Transformada de Laplace.

e Teorema de convolucién.

e Transformada inversa de Laplace.
e Ecuacion integro-diferencial.

Solucion

Utilizando la transformada de Laplace en la funcién f(t)

Hg:é+£ﬁ—ng<1)

s—1
Despejando F(s)
1 2 s 2 1
F(S)(1+s—1)_s_3+s+1 - F(S)(s—l)_s_3+s—1
2(s—1) s—1 2 2 s—1
F(s) = L _f, >
(s) 4 s(s+1) s3 s4+s(s+1)

Usando descomposicion en fracciones parciales para la tltima expresion

s-1 _A B
s(s+1) s s+1

s—1=A(s+1)+Bs

De resolver el sistema se obtiene que los valores de las constantes A y B son

s-1 -1, 2
s(s+1) s s+1
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Aplicando la transformada inversa de Laplace

R R B

s* s s+1

1
f(t) =t? —§t3 —1+42e7t

Problema 50

Resuelva la siguiente ecuacion integro-diferencial

t

y'(t) - 27f py(t — pydu = e
0

cony(0) = 0.

Antecedentes

e Algebra: Descomposicién en fracciones parciales.
Trinomio cuadrado perfecto. Factorizacion de resta de cubos.
Numeros complejos.

e (alculo Diferencial: Derivada de un producto.

Conceptos basicos para destacar
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e Transformada de Laplace.

o Transformada de una derivada.

e Teorema de convolucidn.

e Transformada inversa de Laplace.
e Ecuacion integro-diferencial.

e Condicion inicial.




Solucion

Obteniendo la transformada de Laplace de la ecuacion integro-diferencial

Y(s) 1
s2  s-—3

sY(s) —y(0) =27

Sustituyendo la condicién inicial y despejando Y (s)

27 1 327 1
Y(S) <S _S_Z) = —3 - Y(S) <S = ) =

S s—3

2 2

S S
(5—3)(s*—27) (s—3)2(s2+3s5+9)

Y(s) =

Usando descomposicion en fracciones parciales

s? A N B N Cs+D
(s—3)2(s2+35s+9) (s—3) (s—3)2 s2+3s+9

A(s—3)(s*+3s+9)+B(s*+3s+9)+ (Cs + D)(s — 3)* = 52
Dando valores a s para encontrar los valores de las constantes

Sis = 3:
27B=9 - B

w|

Derivando con respecto a s
Al(s —3)(2s+3) + (s?+3s+9)] +
+B(2s+3)+ (Cs+D)[2(s—3)] + (s —3)?C = 2s

Sis = 3:
27A+19 6-A 1
— = N = —
3() 9
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Si §=0:
1 1
g (3O +zMH+DO)=0-D=0
Sis=1:
1213+113+C4 1-C !
—(— — = - = ——
5 (213 +3013)+ ) .
Sustituyendo

©=5(=5) sl sl

Completando términos para obtener la transformada inversa de Laplace y consi-
derando las traslaciones

1 1 1 1 1 s +§_§
y(@) =LY (s)} = §L‘1 {ST} + §L‘1{ } _ 1 22 2

LR SR (B e
v =54 {%3} %L_l{(s—laz} % B ( +S§;Z%+ z
ERTICP
R (R
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Por lo tanto, la solucién de la ecuacion integro-diferencial es

(0 = Lest 4 Lpgre 13 \/2_7t 13 \/2_7t
y —96 3 e 96 Cos 3\/_6 sen
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Problema 51

Encuentre la solucion de la ecuacidn integro-diferencial
t
y'(t) =1 —sen(t) —f y(t) dr; y(0)=0
0

Antecedentes
o Algebra: Identidades trigonométricas.
e C(Calculo Integral: Integral definida.

Conceptos basicos para destacar
e Transformada de Laplace.

e Transformada de una derivada.

e Teorema de convolucion.

e Transformada inversa de Laplace.
e Ecuacion integro-diferencial.

e Condicién inicial.

Solucién
Usando la antitransformada de Laplace en cada término de la ecuacién integro-
diferencial

L7 () = L1} — L sen(6)} — L1 { ] e dr}
0
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1
YO =y =517

Sustituyendo la condicion inicial y despejando Y (s)

1 s?+1-s s s?+1-s
(S+;> i) = s(s2+1) - Y= (sz +1)<s(s2 + 1))

s2+1 s Y(s) = 1 s
GZ+D? (2112 R oy

Y(s) =




Se aplica la transforma inversa de Laplace a Y (s) con la finalidad de hallar y(t)

L7HY()} =£L71 {sz 1 1} - {ﬁ}

=L {52 %I- 1} —L7 {(52 + 1)S(s2 + 1)}

s
y(t) =sen(t) —L7! {(52 + 1)(s%2 + 1)}

La obtencién de la transformada inversa de Laplace de

s
e }
(s2+1)(s2+1)
se harda por medio de la convolucién de funciones f * g

y(t) =sen(t) —f*g

Estableciendo asignaciones para F(s) y G(s)

—_ S — —_
frg=Lt" {(52 +1)(s2 + 1)} = LHF()G()
Donde
s
FO=6rvn
1
‘&=
Considerando

L7HF(s)} = cos(t) = f(t)

L7HG(s)} = sen(t) = g(t)
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Al realizar la integral de convolucién y usando identidades trigonométricas

fxg= f tcos(r)sen(t —1)dt = f tcos(r)(sen(t)cos(r) — cos(t)sen(r))dr
0 0

t t
fxg= f sen(t) cos?(7) dt —f cos(t) cos(t) sen(t) dt
0

0

1+ cos(Z‘r)

frxg= sen(t)f dt — cos(t)f tcos(r) sen(t) dt
0

1 1 t 1

f*g =sen(t) [ET +7 o cos(t) [Esen
1 1 1

f*xg= 5 tsen(t) + Zsen(t)(Zsen(t) cos(t)) — Ecos(t) sen?(t)

frg= 1tsen(t) += ! cos(t) sen?(t) — %cos(t) sen?(t) = %tsen(t)

Finalmente, la solucién de la ecuacidén integro-diferencial es

y(t) = sen(t) — %tsen(t)

Problema 52
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Resuelva la siguiente ecuacion integro-diferencial
t
y'(t) + f y(t—t)edr=dr; y(0)=0
0

Antecedentes
e Algebra: Trinomio cuadrado perfecto.
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Conceptos basicos para destacar
¢ Transformada de Laplace.

e Transformada de una derivada.

e Teorema de convolucién.

e Transformada inversa de Laplace.
e Ecuacion integro-diferencial.

e (Condicion inicial.

Solucién
Aplicando transformada de Laplace a la ecuacion integro-diferencial

t

LO/(O) + [,{ f y(t - T)e_TdT} - £{or)
0

sY(s)—y(0)+Y(s)G(s) =1

Sustituyendo y(0) = 0 en la expresion anterior

Y Y =1
SY($) +Y(8) 57
Factorizando Y (s)
1 sP+s+1
o) (s+7)=1 - Y(s)<—s+1 )_1
Y(s) = s+1
Q s?2+s+1
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Completando el denominador para poder obtener la transformada inversa de Laplace

s+1 }_ 1 s+1

L) =L
s?+s+1 52+2(%)s+1
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calil ()41

y) =L 12 % 3 =Lt 2 2
2 = L.3 1\% 3

S +225+4+4 (S+7) _|_Z

Donde el traslado en el dominio de s implica que hay una exponencial en t

1
s+5 L s 1 1

¢
y(t) =e 2L 5
SZ+Z SZ+

| W

4

Completando la dltima transformada inversa

t|[ 3 1 |4 % -I
. 2 | E 1) NE
y(it)=e Z[COS 4t +2 3L 3 J

La solucidn de la ecuacion integro-diferencial es

_ L V3 1 V3
y(it)=e cos 7t +ﬁsen 7t

Problema 53

Encuentre el valor de y(t) para la siguiente expresion
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t
y' =sen(t) — f y@®)dt +u(t—1)
0
Siy(0) = 1. Ademas, considere la convolucion

sen(t) * cos(t) = %tsen(t)
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Antecedentes

e Algebra: Identidades trigonométricas.

Conceptos basicos para destacar
e Transformada de Laplace.

e Transformada de una derivada.

e Teorema de convolucién.

e Transformada inversa de Laplace.
e Ecuacion integro-diferencial.

e (Condicion inicial.

Soluciéon
Aplicando la transformada de Laplace y sustituyendo las condiciones iniciales

1
Y(s)—1= --Y -
sY(s) 211 s (s)+e
Despejando Y (s)
Y()( +1) +eS+1 Y sl L oo
— ) = - =
\STS) Teer1 T8 (s s s2+1°

Y()—( 1 )( S )+e‘ss+ S
8= s24+1/\s2+1 s24+1 s2+41

Aplicando la transformada inversa de Laplace
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=S

y(®) = L7HY ()} = L7 {(52 %l- 1) (52 i— 1)} L {si +Sl} L {Szj_ 1}

Para el primer término se considera

F(s) = f(@) = sen(t)

(s2+1)
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G(s) = g(t) = cos (V)

s
(s2+1)
Usando la convolucién proporcionada en el problema

y(t) = sen(t)cos (t) + e~V cos(t — Du(t — 1) + cos(t)

1
y(t) = itsen(t) +e D cos(t — Du(t — 1) + cos(t)
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Problema1

Determine si la expresion
u(x,y) =Flx+y)+G6x—y)
es solucidn general de la ecuacion diferencial en derivadas parciales

0*ulx,y) _ 0%ulx,y)
axz2  0y?

donde F y G son funciones arbitrarias.

Antecedentes
e (élculo Integral: Derivada parcial de una funcién de varias variables.
Regla de la cadena.

Concepto basico para destacar

e Solucién general de la ecuacién diferencial en derivadas parciales.

Solucién
Primero, se encuentran las derivadas parciales de la funcién u(x, y) que serdn sus-
tituidas en la ecuaciéon en derivadas parciales del problema. Se consideran los

siguientes cambios de variables para funciones F y G, respectivamente

v=x+y
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w=x-—-y

Usando la regla de la cadena para la primera derivada parcial de la funcién u(x, y)
respecto a la variable independiente x

du(x,y) 0F() N aG(w) 0F(w)ov 0G(w) dw
ax  0x dx  O0v dx ow O0Ox

du(x,y) 0F(v) N G (w)
ox v ow




Obteniendo la segunda derivada parcial con respecto a x

0%u(x,y) 0°F(w)dv  0°G(w)ow
ax2  9v? dx  Ow? Ox

0%u(x,y) 0°F(v) N 2%G(w)
axz  Ov? ow?

Se hace lo mismo para hallar la primera derivada parcial con respecto a y

du(x,y) 0F(v) N 0G(w) OdF(w)ov 0G(w) dw
dy ~ dy dy ~ dv dy dw 0dy

du(x,y) 0F(v) N 0G(w)
dy  ov ow

Ahora para la segunda derivada parcial con respecto a y

0%u(x,y) 0°F(w)dv 0°G(w)ow
dy?  0v? dy ow? 0dy

0%u(x,y) 0°F(v) N 2%G(w)
dy?2  0v? ow?

Sustituyendo las derivadas parciales de segundo orden en la ecuacion original

0%u(x,y) 0°F(v) N °6(w) _ 9%u(x,y)
axz  Ov? owz  0y?

Finalmente, se verifica que la funcién u(x, y) es soluciéon general de la ecuacién en

derivadas parciales.
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Problema 2

Determine si la expresion

u(x,y) = F(x* + y?*)

es solucion general de la ecuacion diferencial en derivadas parciales

0

du(x,y)  dulx,y)
y dx x dy

donde F es una funcion arbitraria.

Antecedentes
e (Calculo Integral: Derivada parcial de una funcién de varias variables.
Regla de la cadena.

Concepto basico para destacar
e Solucion general de la ecuacién diferencial en derivadas parciales.

Solucién

Primero, se encuentran las derivadas parciales de la funciéon u(x, y) que estan invo-
lucradas en la ecuacién en derivadas parciales y se considera la siguiente funcién
para utilizar la regla de la cadena

w=x%+y?

_|
m
>
=
_|
m
>
N
-
m
>
w
_|
m
<
>
>
>
)
=
0
>
@)
o
=z
m
wn

La primera derivada parcial de la funcién respecto a x es

du(x,y) 0F(w) 0F(w)ow
ox ~ 9x  ow ox

ouCx,y) _oF(w),
ax  ow X
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Analogamente, la primera derivada parcial de u(x, y) respecto ay es

du(x,y) 0F(w) 0F(w)ow
dy  dy  ow dy

du(x,y) _ OF(w)
= Zy
dy ow

Sustituyendo las derivadas obtenidas en la ecuacion en derivadas parciales

ou(x,y)  ou(x,y) aF(W)Z aF(W)Z -0
e T —y< T x)—x( Ew y>_

Como se verifica la igualdad, la funcién u(x, y) es solucién general.

Problema 3

Sea F una funcién arbitraria, determine si

u(x,y) = (x + NFx? —y?)

es solucion de la ecuacion en derivadas parciales de

ou(x,y) ou(x,y)
—y =0
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Antecedentes
e (dlculo Integral: Derivada parcial de una funcién de varias variables.

Regla de la cadena.

Concepto basico para destacar
e Solucion general de la ecuacién diferencial en derivadas parciales.
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Solucién

Para saber si u(x, y) es solucién de la ecuacion en derivadas parciales, tanto dicha
funcién como sus respectivas derivadas deben satisface la igualdad. Obteniendo las
derivadas parciales correspondientes usando la regla de la cadena

du(x,
ug; 2Ze (x + YF' (x*> —y*)(=2y) + F(x* — y*)(1)
au(ga; D _ (x4 )P0 =y (20) + & = y2) (D)

Sustituyendo las derivadas parciales en la ecuacion del problema

O+ YIF(x? —y?) — x[(x + Y)F' (2% = y2)(—2y) + F(x? — y?)]
—y[(x + Y)F' (x* — y?)(2x) + F(x?* —y?) =0

Simplificando

(x+YFx? —y?) = x(e + Y)(=2p)F' (x* —y?) —xF(x* —y?)
—y(x +Y)@20F' (x* = y*) —yf(x* —y*) =0
(c+IF(x? —y?) = (x + YF(x® — y?) + 2xy(x + IF' (x* — y?)

= 2xy(x +Y)F' (x> —y?) =0

0=0
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Por lo tanto, se concluye que u(x, y) si es solucion de la ecuacién en derivadas par-
ciales.
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Problema 4

Obtenga la ecuacidn en derivadas parciales tal que la funcién
u(x,y) = F(x +y) + G(x?)
sea su solucién general.

Antecedentes
e (dlculo Integral: Derivada parcial de una funcién de varias variables.
Regla de la cadena.

Conceptos basicos para destacar

e Obtencidn de la ecuacion en derivadas parciales a partir de una funcion
de varias variables.

e Funcidn esencial y funcion arbitraria.

e Orden de una ecuacion en derivadas parciales.

Solucién

Debido a que u(x, y) esta formada por dos funciones arbitrarias, se obtendra una
ecuacion en derivadas parciales de segundo orden. Por lo tanto, se analizan las deri-
vadas parciales de las funciones F y G para encontrar una expresion que no las
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contenga
Ju(x,
M =F'(x +y)+ 2xG'(x?)
0x
0% .
lsixz—” = F"(x +y) + 4x2G" (x?) + 26’ (x?) ...(4)
ou(x,y)
o - Fix+y)
0*u(x,y)

5y =+ @)
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*ulx,y) a0 _, vy
&)’T—@[F(X‘i—y)'i'ZXG (X )]
0%u(x,y)

S5 = Faty) (O

Como se puede observar, las expresiones (B) y (C) son iguales del lado derecho de

la igualdad. Al igualarlas, la ecuacion en derivadas parciales que se obtiene es

0%u(x,y) 0%u(x,y)
dy?2  0ydx

Problema 5

Determine la ecuacion en derivadas parciales cuya solucién general es

y

e
— xy —-xy
u(x,y) =Fx)e* + G(x)e™ + =2

Antecedentes
e (Calculo Integral: Derivada parcial de una funcién de varias variables.
Regla de la cadena.

Conceptos basicos para destacar
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e Obtencién de la ecuaciéon en derivadas parciales a partir de una funcién
de varias variables.
e Funcion esencial y funcidén arbitraria.

e Orden de una ecuacién en derivadas parciales.

Solucién
La solucion general tiene dos funciones arbitrarias que son F(x) y G(x), por lo que

se derivara parcialmente dos veces para encontrar una ecuacion en derivadas




parciales de segundo orden. Ademas, para hacer mas sencillo el calculo, se obtendra
la segunda derivada con respecto a la variable y

ou(x,y) B 124

oy = xF(x)e*™ — xG(x)e™ + 12
0%u(x,y) ~ e¥
oy =x?F(x)e™ + x2G(x)e ™ + =27

0%u(x,y) e¥

2 xy -XYY —
x“(F(x)e*™ + G(x)e™Y) 3y7 12

Reescribiendo la solucién general

ey

1—x2

F(x)e®™ + G(x)e™ = u(x,y) —

Finalmente, se sustituye la solucion general en la segunda derivada parcial
obtenida y simplificando se obtiene

2(( ) e )_azu(x,y) e”
YT Te) dy? 1—x2

0%u(x,y) e

e
dy? 1_x2—x2<u(x,y)—1_x2)=0

’ulx,y) eY
a—yz—x u(x,y) + =2

x?-1)=0
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Problema 6

Obtenga la ecuacidn diferencial en derivadas parciales cuya solucidn general es

u(x,y) = sen(y)F(x) + xG(y)

Antecedentes
e Calculo Integral: Derivada parcial de una funcion de varias variables.
Regla de la cadena.

Conceptos basicos para destacar
e Obtencion de ecuaciones en derivadas parciales a partir de una funciéon
de varias variables.

e Funcién esencial y funcién arbitraria.

Solucién

Esta solucion tiene dos funciones arbitrarias que son F(x) y G(y), por lo que al
obtener las derivadas parciales de u(x, y) se buscara una expresion que no contenga
a estas funciones
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ou(x,y) B ,
= sen( F')+60)
ou(x,y) B ,
oy cos(y) F(x) + xG'®
*u(x,y) , )
W =cos(y) F'(x)+ G

Despejando a F(x) y a G(y) de las expresiones anteriores y sustituyéndolas en la
ecuacion en derivadas parciales

Ju(x,
60) =250 _ cen(y) )

F(x) = <%§;y) - xG’(y’> sec(y)
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u(x,y) = sen(y)sec(y) (W - xa'@)) fx (aug’; Y _ sen(y) F’(x))

Multiplicando la expresién anterior por cos(y) y agrupando términos

cos(y) u(x, ) = sen(y) (%"y” - xG'@)) + xcos(y) (a”g’; 20 sen(}’)F'(x)>

ou(x,y) ou(x,y)
3y + xcos(y) Fpe

cos(y) u(x,y) = sen(y)

— xsen(y)(G'(y) + cos(y) F'(x))

3%u(x,y)

De donde el ultimo término es la derivada parcial %0y

2
augx, y) + xcos(y) ou(x,y) ~ xsen(y) 2°u(x,y)

cos(y) u(x,y) = sen(y) o XS 23y

Finalmente,

ou(x,y) ou(x,y) 0%u(x,y)
3y — xcos(y) e + xsen(y)W =0

cos(y) u(x,y) — sen(y)
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Problema 7

Determine una solucién completa de la ecuacion en derivadas parciales

oulx,y) +y ou(x,y)
—_— = -
dx dy

Considere una constante de separacion positiva.
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Antecedentes
e Algebra: Propiedades de los logaritmos.
e (Calculo Integral: Derivada parcial de una funciéon de varias variables.

Integracion inmediata. Constante de integracion.

Conceptos basicos para destacar
e Ecuacion en derivadas parciales.

e Meétodo de separacion de variables.
¢ Constante de separacidn.

e Solucién completa.

Solucion
Primero, se propone la funcion u(x,y) = F(x)G(y) como solucién de la ecuacién en
derivadas parciales. Luego, se obtienen las derivadas parciales correspondientes

dulx,y)
— 2 = P06
dulx,y) ,
—ay - F ()6 (¥)

Por lo tanto, la ecuacién dada en el problema queda como

F'(x)G(y) = e*e? = F(x)G'(y)

Al ordenar términos de la expresion anterior para separar variables se obtiene
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F@ 60,
F(x) G()

Considerando la constante de separacion positiva (a > 0)

F(x) G)




Resolviendo la ecuaciéon diferencial de primer orden que depende de la variable
independiente x

F,(x)e‘x—a

F(x) B
F'(x) x dr(x) _ X
F(x)=a’e - fF(x)—afe dx

In(F(x)) = ae* +C
Utilizando propiedades de los logaritmos y de la constante de integracion
F(x) = Ce®”

Para la ecuacién diferencial de primer orden que depende de la variable indepen-

diente y, su resolucion es
G'(y)

O

GO _ dG(y) _
ey - | 0 =« [evay

ln(G(y)) =—ae Y+ C

Nuevamente, se utilizan propiedades de los logaritmos y de la constante de inte-
gracion

G(y) = Cze_ae_y
La solucién completa de la ecuacidn en derivadas parciales resulta ser

u(x,y) = (Cle“ex)(Cze‘“e_y)

Finalmente, haciendo A = C; * C, y simplificando

PRy Pt
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Problema 8

Obtenga una solucién completa de la ecuacion diferencial en derivadas parciales

ou(x,y) = 0%u(x,
ouCny)  duGny) _
dx dy?

Considere una constante de separacién positiva (se sugiere a? > 0).

Antecedentes
o Algebra: Propiedades de los logaritmos.
e (dlculo Integral: Derivada parcial de una funcién de varias variables.

Integracion inmediata. Constante de integracion.

Conceptos basicos para destacar

e Ecuacion en derivadas parciales.

e Método de separacion de variables.

e Constante de separacion.

e Ecuacion diferencial lineal homogénea de coeficientes constantes
de primer y segundo orden.

e Solucion completa.

Solucién
Se propone la funcion u(x,y) = F(x)G(y) como solucién de la ecuacion en deriva-
das parciales y se obtienen las derivadas parciales correspondientes
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ou(x,

:%szp@m@)
au(x,y) _ , aZ‘U,(X,y) _ "
oy =F(0)G'(y) - a—yz—F(")G »

Sustituyendo estos valores en la ecuacidn en derivadas parciales

xF'(x)G(y) + F()G"(y) =0




Al ordenar términos de la expresion anterior para separar variables se obtiene

@ W
Foo - 6O

De considerar la constante de separacién positiva (a? > 0) se tiene

Flo 60,
Fa) - ey “

Resolviendo la ecuacién diferencial de primer orden que depende de la variable
independiente x
F'(x)

oo ~ «t

F'(x) a? dF(x)  , (dx
F o« fF(x)‘“ x

Integrando para obtener la solucién general

In(F(x)) = a?In(x) + C
Simplificando, y usando propiedades de los logaritmos y de la constante de inte-
gracion

ln(F(x)) = ln(x“z) +C

F(x) = Clx"‘2

Para la ecuacidn diferencial lineal de segundo orden y homogénea que depende de

la variable independiente y, su resolucion es

"(y) _

M7 " — _ 2
) a G"(y) a“G(y)

") +a’G(y) =0
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Cuya ecuacion auxiliar resulta ser
m>+a’=0 - m?=-a
Dado que las raices son complejas, 1a solucion general de la ecuacidén diferencial de
segundo orden es
G(y) = C, cos(ay) + C3sen(ay)
La solucién completa es

u(x,y) = (Clx"‘z)(Cz cos(ay) + Cgsen(ay))

Haciendo A = C; * C, y B = C; * C3, 1a soluciéon completa de la ecuacion en deri-
vadas parciales queda como

u(x,y) = x® (Acos(ay) + Bsen(ay))

Problema 9

Obtenga una solucién completa de la ecuacion diferencial en derivadas parciales

0%u(x,y)

3x3y +u(x,y) =0
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Considere una constante de separacidn positiva (se sugiere a > 0).

Antecedentes

e Algebra: Propiedades de los logaritmos.

e (Calculo Integral: Derivada parcial de una funcién de varias variables.
Integracion inmediata. Constante de integracion.
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Conceptos basicos para destacar

e Ecuacion en derivadas parciales.

e Meétodo de separacion de variables.

e Constante de separacion.

e Ecuacion diferencial lineal homogénea de coeficientes
constantes y de primer orden.

e Solucién completa.

Solucién
Proponiendo la funcion u(x, y) = F(x)G(y) como solucién de la ecuacién en deriva-
das parciales. Ahora, se obtienen la derivada parcial mixta

2
xY) _ poygor o I
dy dxdy

= g
Sustituyendo esta derivada parcial en la ecuacion del problema

yF'O G + F(x)G(y) =0
Agrupando términos

F'®  G(y)
F(x) - yG’(J’)

Al considerar la constante de separacion positiva (a > 0) se tiene

F®  Gh)
FGx)~ ya'G)  ©
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De esta forma, es posible plantear dos ecuaciones diferenciales

F'X)
F(x)

G()

Ty o)




Resolviendo la ecuacion diferencial de primer orden de variable independiente x

dF (x)
f 00 fadx - In(F(x))=ax+C
Aplicando propiedades de los logaritmos y de la constante de integracion para des-
pejar a F(x)
F(x) = Cie™*

Agrupando términos en la ecuacidn diferencial de primer orden que de variable in-
dependiente y

GO _ N fdG(y)_ 1rdy

G') ¢y) aly

Integrando

In(G(y)) = —%ln(y) +C

Recurriendo a algunas propiedades de los logaritmos y de la constante de integra-
cién para simplificar esta soluciéon

1
G)=Cy @

La solucién completa de la ecuacion en diferencias parciales es
1
u(x,y) = (Cie™) (Czy a)

Haciendo A = C; * C, se obtiene

1
u(x,y) = Ae®™y «
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Problema 10

Determine, mediante el método de separacion de variables, una soluciéon completa
de la ecuacion en derivadas parciales

%u(x,y)
ayT + 2xu(x,y) =0

Considere una constante de separacidn positiva.

Antecedentes
o Algebra: Propiedades de los logaritmos.
e Calculo Integral: Derivada parcial de una funcién de varias variables.

Integracion inmediata. Constante de integracion.

Conceptos basicos para destacar

e Ecuacion en derivadas parciales.

e Método de separacidn de variables.

o Constante de separacion.

e Ecuacion diferencial lineal homogénea de coeficientes
constantes y de primer orden.

e Solucién completa.

Solucion
Se propone a u(x,y) como la solucién de la ecuacion en derivadas parciales y la cual
es un producto de dos funciones, una que depende de x y la otra inicamente de y,
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es decir
u(x,y) = F(x)G(y)

Como la ecuacién en derivadas parciales contiene una derivada parcial mixta, en-
tonces la funciéon u(x, y) queda como

du(x, y) L, ukny)

5y = FOG'W) e = FED)




Sustituyendo valores en la ecuacién dada en el problema

F'()G'(y) + 2xF(x)G(y) = 0
Separando variables

' G
F'(x)G'(y) = —2xF(x)G(y) - FP"((;C)) - xG’(()}]/))
1IF) _ ,6O)

x F(x) G'(y)

Del enunciado del problema, se igualan las expresiones anteriores a una constante

de separacién positiva
1F'() _ . GO) _

xF(x) "G

De esta forma se obtienen dos ecuaciones diferenciales ordinarias. Encontrando la
solucion correspondiente a la funcién que depende x, 1a cual es una ecuacién de va-
riables separables

1F'(x) dF(x)
P - ¢ 7 fF(x):“f"d"

2

ln(F(x)) = ax?+ C

Esta solucién puede simplificarse empleando propiedades de los logaritmos y de la
constante de separacion arbitraria

2

ax”
F(x) =Cie 2
Resolviendo para la funcién que depende de la variable independiente y

G(y) . fdG(y)_ Zfd

o o)«

2 _2y
ln(G(y)) = —Ey +C - Gy)=Ce «a
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Por lo tanto, la solucién completa de la ecuacién en derivadas parciales es
ax? _2y
u(x,y) =|(Cie 2 (Cze a)

Haciendo A = C; * C, y usando propiedades de las funciones exponenciales

ax? 2y

u(x,y) =Ae’z @

Problema 11

Determine mediante el método de separacion de variables una solucién completa
de la ecuacion en derivadas parciales

*u(x,y) 3 3u(x,y)
dx2dy = 0dy20x

Considere una constante de separaciéon a = 3.

Antecedentes
e Algebra: Propiedades de los logaritmos.
e (Calculo Integral: Derivada parcial de una funcién de varias variables.

Integracién inmediata. Constante de integracion.
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Conceptos basicos para destacar

e Ecuacion en derivadas parciales.

e Método de separacidn de variables.

o Constante de separacion.

e Ecuacion diferencial lineal homogénea de coeficientes constantes
y de segundo orden.

e Solucién completa.
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Solucién

Se propone como solucién de la ecuacion en derivadas parciales a u(x, y) que es un
producto de dos funciones, una que dependa solo de x y la otra inicamente de y.
Esto es

u(x,y) = F(x)G(y)

Obteniendo las derivadas mixtas al sustituir en la ecuacidn del problema

3u(x,y) . ,
“ox?oy F'"(x)G'(y)
Pulay)
“ayZox F'(x)G" (y)

De esta forma, la ecuacién en derivadas parciales queda como

7TF"(x)G'(y) = 3F' (x)G"(y)

Separando variables
F'() _ 6" ()
F'(x) G' ()

Igualando ambos lados de la expresién con la constante de separacién a = 3
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F”(X) B
Foo
6"y
Ao

Resolviendo para la funciéon F(x)

F”(.X) 3

T T

3 o 7F"(x) =3F (%)

7F"(x) — 3F'(x) = 0




La ecuacion diferencial resultante es ordinaria y de segundo orden, la cual se puede

resolver facilmente con ayuda del operador derivada
7F"(x) —=3F'(x)=0 - (7D*-3D)F(x)=0
La ecuacidn auxiliar es
m>*-3m=0 - m(7m-3)=0

Los valores de m son

Como las raices de la ecuacion auxiliar son reales y diferentes, la solucién para F (x) es
3
F(x) = C; + Cye7

Por otro lado, resolviendo para G(y)

G"(y)
G'(y)

=3 - 3¢"»)=3G6'y)

3¢"(») -3¢'W) =0 - G"M-G6(»=0
Nuevamente, se tiene una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden. Obte-
niendo su ecuacién auxiliar
(D? = D)G(y) =0

m-m=0 - mm-1)=0

Los valores de m son
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Las raices son reales y diferentes entre si, por lo que la solucién es de la forma
G(y) = C3 + C4_ey
La solucién completa de la ecuacidn en derivadas parciales es

3
u(x,y) = (C1 + Cze7x) (C3 + Che?)

Haciendo A=C; *C3, B=C,*C,, C =C, *xC3 y D = C, * C, y simplificando en la
solucién completa

3 3
u(x,y) = A+ BeY 4+ Ce7* + De7*”

Problema 12

Resuelva la siguiente ecuacion en derivadas parciales

0*u(x,y)  ou(x,y)
oz TV 3y =u(x,y)

para una constante de separacion negativa.

Antecedentes
e Algebra: Propiedades de los logaritmos. Niimeros complejos.
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e (Calculo Integral: Derivada parcial de una funcién de varias variables.

Integracion inmediata. Constante de integracion.

Conceptos basicos para destacar
e Ecuacion en derivadas parciales.

e Método de separacidn de variables.
o Constante de separacion.




e Ecuacion diferencial lineal homogénea de coeficientes constantes
y de primer orden.

e Solucién completa.

Solucion
Proponiendo a u(x, y) como solucion de la ecuacion en derivadas parciales la cual
estd compuesta por dos funciones

u(x,y) = F(x)G(y)

Obteniendo las derivadas parciales de u(x,y) de acuerdo con la ecuacién del pro-
blema
ou(x,y)
0x

%u(x,y)

— 2 = P ()60)

=F'(x)G(Y)

Ju(x,
2D — F6'0)

Sustituyendo en la ecuacién en derivadas parciales y reacomodando términos
F"(x)G(y) + yF(x)G'(y) = F()G(y)

> F'()GH»)+F)(y6' () —-6(»))=0

Agrupando términos para poder utilizar el método de variables separables e igua-

lando a una constante de integracion negativa

F'G) y6a'W -6 _
F(x) G(y)

Resolviendo primero para F(x)

F”(X) B

oo - 2 S F'"(x) =—-a’F(x)

—a

F'"(x) + a’F(x) =0
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Como se trata de una ecuacion diferencial lineal, de segundo orden y homogénea se

obtiene su ecuacion auxiliar
(D? + a®)F(x) =0

m>+a®=0

Donde los valores de m son un par de raices complejas conjugadas, por lo que la
solucion de F(x) es
F(x) = C, cos(ax) + C,sen(ax)

Para G(y)
mw-ey_ o, | 4O o, 4y _
a» oy T D=0
dc@y)
|Gy @ Df
Integrando

In(6(»)) + (@ = DIn(y) =C

Haciendo uso de algunas propiedades de los logaritmos y de la constante de inte-

gracion arbitraria
In(6(y) + (@®> - DIn(y) = In(€) - m(GH))+In(y¥1) =1n(C)
Gy @ D=c - G)=Cyt)
Por ultimo, la solucién completa de la ecuacién en derivadas parciales es
u(x,y) = (61 cos(ax) + Czsen(ax))(C3y(1‘“2))

Haciendo A =C; *C3y B = C, * C3

u(x,y) = (Acos(ax) + Bsen(ax))y(l‘“z)
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Problema 13

Utilice el método de separacidn de variables para hallar, si es posible, una solucién
producto para la ecuacién en derivadas parciales

2%u(x,t) ou(x,t)
kT—u(x,t)— T k>0
con la constante de separacion negativa: 1 = —1.

Antecedentes
e Algebra: Propiedades de los logaritmos. Niimeros complejos.

e Calculo Integral: Derivada parcial de una funcién de varias variables.

Conceptos basicos para destacar

e Ecuacion en derivadas parciales.

e Método de separacidn de variables.

o Constante de separacion.

e Ecuacion diferencial lineal homogénea de coeficientes constantes
y de segundo orden.

e Solucién completa.

Solucién
Se plantea la siguiente solucién conformada por el producto de las funciones F (x)

y G(t)
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ulx, t) = F(x)G(t)

Después, se obtienen las derivadas parciales de u(x, t) que se sustituiran en la ecua-

cion en derivadas parciales

a'U,(X, t) , azu(x' t) _ i
T =F'(x)G() - T = F"(x)G(t)
Ju(x,t) _ F(x)G'®

Jat
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La ecuacidn en derivadas parciales queda como
kF"(x)G () — F(x)G(t) = F(x)G'®
Reagrupando términos
KF"(x)G(t) = F(x)G'() + F(x)G(t) - kF"(x)G(t) = F(x)(G' () + G(D))

F'"(x) _ G'(t) +G(b)
F(x) G

Se procede a la separacion de variables y se iguala con la constante de separacion
A=-1
F'"(x) G'(©)+G(@)
Fx) 6

Resolviendo para F(x)

Fll(x) B
F(x)

-1 - kF"(x)+F(x)=0

Como se obtienen una ecuacidn diferencial lineal de segundo orden, es posible ob-

tener su solucién a partir de una ecuacién auxiliar
k(D? + 1)F(x) =0

km?+1=0
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Los valores de m son

1.
ml'z = +_l

“Vk
A partir de los valores de m se tiene que la solucion homogénea de F(x) es

F(x) = C; cos (%Ex) + C, sen (%x)
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Ahora para G(t)

G't)+G()
G(t)

Reescribiendo la ecuacién

G)+6t)=—-G1t) - G®)+26()=0
La cual es una ecuacidon diferencial lineal de segunda orden, homogénea y de coe-
ficientes constantes. Por lo tanto, se puede encontrar su solucién a partir de una
ecuacion auxiliar. Primero, expresando a la ecuaciéon en términos del operador
diferencial

(D+2)G()=0

Donde la ecuacidn auxiliar y su solucién son

m+2=0 -> m=-2

La solucién de G (t) es
G(t) == C3e_2t

La solucién producto u(x, t) = F(x)G(t) de la ecuacion diferencial parcial es

u(x,t) = <C1 cos (\/—%x) + C, sen (\/—%x)) (Cse725)

Haciendo C; *C3; = Ay C, *C3 =B
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u(x, t) = (A cos (\/—%x) + Bsen (\/—%x» e %t
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Problema 14

Utilice el método de separacion de variables para resolver la ecuacion en derivadas
parciales dada

ou(x,y) ou(x,y)
y +Xx =

dx dy 0

con la constante de separacion 1 = 1.

Antecedentes
e Algebra: Propiedades de los logaritmos.
e (alculo Integral: Derivada parcial de una funcién de varias variables.

Integracion inmediata. Constante de integracion.

Conceptos basicos para destacar

e Ecuacion en derivadas parciales.

e Método de separacidn de variables.

o Constante de separacion.

e Ecuacion diferencial lineal homogénea de coeficientes constantes
y de primer orden.

e Solucién completa.

Solucién
Se plantea a u(x,y) = F(x)G(y) como solucién de la ecuacién en derivadas par-
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ciales. A continuacién, se obtienen las derivadas parciales correspondientes de la
funcion u(x, y) que se sustituiran en la ecuacién del problema

ou(x,y)
7 prx)
9% F"9G(y)

du(x,y)

=F(x)G'»
dy
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Al sustituir en la ecuacion en derivadas parciales se tiene
yF'®G(y) + xF(x)G'® =0

Haciendo la separacion de variables

F') G'»
xF(x) ~ y6()

Igualando con la constante de separaciéon 4 = 1

O Gy
xF(x)  yG(y)

Se procede a resolver para F (x)

F'(®) F'®)

O L T F "

dF(x)
dx

[ [

como F'® =

entonces se tiene

Integrando
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In(F(x)) = %xz +C

Usando propiedades de los logaritmos y de la constante arbitraria de integracion

para simplificar la solucién general

1.2 1.2
F(x) =e2*e® - F(x)=_Ce2




Ahora, obteniendo G(y)
— —G,(y) =1
yG(y)

Reacomodando términos

GO __ . [d6k)_
o Y fa(y) = fydy

Al integrar se tiene que la solucién general es
1>
In(Gm) =—5y*+C
Usando propiedades de los logaritmos y de la constante arbitraria de integracion

_15
Gy) =Ce?

Entonces la solucién producto u(x,y) = F(x)G(y) de la ecuacién en derivadas
parciales es

1.2 e
u(x,y) = (C1e2 )(Cze 2 )

Haciendo C; * C, = A para simplificar la solucién completa

1
u(x,y) = Aez¥*=Y)

Problema 15

Resuelva la ecuacidn en derivadas parciales

du(x,t) 3 d*u(x,t)

T Ix? 0<x<m t=0
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para una constante de separacion negativa (se sugiere a? < 0). Asimismo, encuen-

tre la solucion que satisface las condiciones de frontera

u(0,t) =u(mt) =0

u(x,0) = 4sen(x)

Antecedentes

Algebra: Propiedades de los logaritmos.
Calculo Integral: Derivada parcial de una funcién de varias variables.

Integracion inmediata. Constante de integracion.

Conceptos basicos para destacar

Ecuacién en derivadas parciales

Método de separacion de variables.

Constante de separacion.

Ecuacion diferencial lineal homogénea de coeficientes constantes
y de primer orden.

Solucién completa.

Solucion

Se plantea a la funcion u(x,t) = F(x)G(t) como soluciéon de la ecuacién en deri-

vadas parciales y se obtienen sus correspondientes derivadas parciales

ou(x, 0%u(x,
ML _poocw - 5D = e
6u((;;, t) - F(x)Gl(t)

Sustituyendo en la ecuacion en derivadas parciales

F(x)G'® = 3F"(x)G(t)
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Como la ecuacidn resultante puede resolverse empleando el método de variables
separables, se agrupan términos y se iguala a la constante de separacién a? < 0

Fll(x) B G/(t) 3
F(x) 3G

Resolviendo la ecuacion diferencial que depende de la variable x

Fll(x) B
F(x)

2

—a? -  F"(x) = —a?F(x)

F"(x)+ a?F(x) =0
Como se trata de una ecuacion diferencial lineal, homogénea y de segundo orden;
puede ser expresada en términos de su operador diferencial y asi obtener su ecua-
cion auxiliar

(D? + a®)F(x) =0

m?>+a®=0

Dado que la solucién de la ecuacidn auxiliar es un par conjugado de raices com-
plejas, la soluciéon queda como

F(x) = C; cos(ax) + C,sen(ax)

Ahora, para la ecuacion diferencial que depende de la variable y

GO dG(t)
=" |Gy =

In(G(®)) = —-3a’t+C

Aplicando propiedades de los logaritmos y de la constante de integraciéon para
despejar a la variable G(t)
G(t) = Ce3%°t
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La solucién completa de la ecuacién en derivadas parciales es
u(x,t) = [C; cos(ax) + Cysen(ax)] [C3e‘3“2t]
Aplicando la condicién de frontera u(0,t) = u(m, t) =0
u(0,t) = F(0)G(t) =0
[C, cos(0) + C,sen(0)]Cse 3%t =0 - [C,(1) + C,(0)]Cse7 3¢t =0
Ce =0 - (=0
Ahora, para la condicién de frontera u(m, t) = 0
u(m,t) = F(m)G(t) =0
[C, cos(am) + C,sen(am)]Cse™3%t = 0

De la condicion de frontera anterior se obtuvo que C; = 0. Para que C, sea distinto

de cero, entonces sen(am) = 0. Haciendoa = nyC, x C3 = C,

u(x, t) = C,sen(nm)e 3"t

Proponiendo la sumatoria

u(x,t) = z u,(x,t)

n=1

Sustituyendo valores

[ee]
u(x, t) = z C,sen(nm)e 3"t
n=1
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Aplicando u(x,t) = 4sen(t)
4sen(x) = ) Cysen(na)e ™ = Cysen(x)e ™ + Csen(2)e 3D 4+

De donde C; =4

|u(x, t) = 4sen(x)e_3t|

Problema 16

Obtenga los coeficientes de la serie trigonométrica de Fourier de la funciéon

fl)=—x

enelintervalo —w < x < m.

Antecedentes

e Algebra: Identidades trigonométricas.

e (alculo Diferencial: Funciones pares e impares.

e (alculo Integral: Propiedades de la integral definida. Integraciéon por partes.
Integracion inmediata. Integracién por cambio de variable.

Conceptos basicos para destacar
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e Serie trigonométrica de Fourier.

e Serie seno de Fourier.

Solucién
La serie trigonométrica de Fourier estd dada por la expresion

0 mtx mrx
f(x)—7+2ancos Zlb sen 7 )
n=

n=1




’

3D1AaNI

La funcién f(x) del problema es una funciéon impar dado que cumple con la propie-
dad f(—a) = —f(a), lo que significa que los coeficientes a, y a,, sean cero. Por lo
que se usara la serie seno de Fourier

flx) = i b,sen (nLLx)
n=1

Donde el coeficiente b,, de la serie se obtiene con la expresion

b, = %foLf(x) sen (nLﬂ) dx

Dado que f(x) = —x y L = m, el coeficiente b,, se expresa como

2 T
b, = ——J xsen(nx) dx
TJy

La integral definida se resuelve con el método de integracién por partes

I =uv— Jvdu
u=x, du = dx
1
dv = sen(nx)dx, v=— Hcos(nx)
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Al sustituir términos

x 1
I = ——cos(nx) + J—cos(nx) dx
n n




Al desarrollar la integral por partes con los valores de integracion se obtiene

0

b, = —%[(—%cos(nx))r + %Lﬂcos(nx) dx]

=— % [—%cos(nx) + (%sen(nx))

(% sen (nx))

3
)
Dado que

T
=0
0

Entonces, el coeficiente b,, es
2
b,, = —cos(mx)
n
O bien, al aplicar una identidad trigonométrica, se puede escribir como
2
by =~ (~1)"

Finalmente, la serie seno de Fourier de la funcién es

=2
fG) = ) 2 (=1)"sen(ux)
n=1

En la siguiente grafica se puede observar una aproximacion a la funcién dada con
los primeros 20 coeficientes de la serie de Fourier.
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Problema 17 IS
Obtenga los coeficientes de la serie trigonométrica de Fourier de la funcién
%
o
b4
&
en el intervalo —m < x < m.

Antecedentes

o Algebra: Identidades trigonométricas.

e C(Calculo Diferencial: Funciones pares e impares.

e (Calculo Integral: Propiedades de la integral definida.
Integracion por partes. Integracion inmediata.
Integracion por cambio de variable.




Conceptos basicos para destacar
e Serie trigonométrica de Fourier.

e Serie coseno de Fourier.

Solucion
La serie trigonométrica de Fourier estd dada por la expresion

La funcidn f (x) es una funcién par ya que cumple con la propiedad f(—a) = f(a).
Por lo tanto, el coeficiente b,, serd igual a cero y la serie de Fourier se reduce a una
serie coseno

flx) = % + i a, cos (nl,ﬂ)

n=1

Donde los coeficientes a, y a,, de la serie se obtienen con las expresiones

2 L
ay = ZJ; f(x)dx

an =%-LLf(x)cos(nLﬂ)dx

Con L = m como el semiperiodo, el coeficiente a, queda como
2 (" x\2
== [1-C)]a
w=z), [1-G) ]ex

Resolviendo la integral definida

’
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Ahora, para el coeficiente a,,

a, = %J:T [1 - (;)2] cos(nx) dx = %f

Vs 2 s
cos(nx) dx — —3f x? cos(nx) dx
0 T Jo

Donde la primera integral definida se resuelve con un cambio de variable

3

2 2 (™,
a, = | —sen(nx) ——3f x4 cos(nx) dx
nm o ™
Debido a que
2 T
<Esen(nx)) =0
0
El coeficiente a,, se reduce a
2 Vs
= 2| x2 d
a, n3f0 x* cos(nx) dx

Aplicando integracién por partes

a, = —% [(%sen(nx))

0

(%2 sen (nx))

2 T
—— f xcos(nx) dx
nJy

Donde nuevamente

Por lo tanto, a,, queda como

4_ Vs
a, = o fo xcos(nx) dx
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Aplicando nuevamente integracion por partes

4 T L
a, = 3 (—Ecos(nx))|0 + ;fo cos(nx) dx]
4 /s T 1 T
=—3 (—Ecos(nx))|0 +ﬁsen(nx) 0]
4
a, = —Wcos(nx)

Empleando una identidad trigonométrica y simplificando el coeficiente a,,

o = =(2) oy

a, = —
n n2m?

Finalmente, la serie coseno de Fourier de la funcién dada es

0 =23 (2) 1y coston

n=1

En la siguiente grafica se puede observar una aproximacién a la funcién dada con
los primeros 4 coeficientes de la serie de Fourier.

1.2 4

—Serie de Fourier

—f(x)

-0.2 4
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Problema 18

Obtenga la serie de Fourier de la funcion siguiente

f(x)=x
En elintervalo -2 < x < 2.

Antecedentes

e (alculo Diferencial: Funciones pares e impares

e C(Calculo Integral: Propiedades de la integral definida.
e Integracidn por partes. Integracién inmediata.

e Integracidn por cambio de variable.

Concepto basico para destacar
e Serie seno de Fourier.

Solucion

La funcién f(x) es impar porque cumple con la propiedad f(—a) = f(a). Por lo
tanto, se procede a obtener la serie seno de Fourier

flx) = i b,sen (nLﬂ)
n=1

Donde el coeficiente b,, de la serie se obtiene con la expresion
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b, = %fOLf(x)sen (nLﬂ) dx

Se calcula el coeficiente b, con L = 2 y f(x) = x esto es

2

b, = foz xsen (nzﬂ) dx = fo xsen (nzﬂ) dx

NN




Para la integral definida se usara el método de integracién por partes

I =uv—fvdu
u=x, du = dx
dv = sen (nzﬂ) dx, v = —nz—ncos (nzﬂ)

2 22 2
I = <—Excos (Zﬂ))‘o +Ef0 cos (nzﬂ) dx

(- Zreos () pzsen ()|
nm 2 n2m? 2

Al evaluar la integral y simplificando

b, = _i(_l)n — i(_l)n+1
n nmw nmw

Al sustituir el coeficiente b, en la funcién f(x) dela serie seno de Fourier se obtiene

flx) = %Z (_113“1 sen (mzrx)

n=1

Problema 19

Obtenga el desarrollo en serie de Fourier de la funcién

-3, —nt<x<0

flx) =

3, 0<x<m
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Antecedentes
e (Calculo Diferencial: Funcion definida por partes. Funciones par e impar.
e (Calculo Integral: Propiedades de la integral definida.

Integracion inmediata. Integracion por cambio de variable.

Concepto basico para destacar
e Serie trigonométrica de Fourier.

Solucion
La serie completa de Fourier se obtiene de la expresion

(x)—70+ia cos( ) Zb sen(nnx)

n=1

Sin embargo, como la funcién f(x) es impar entonces a, = 0 y a, = 0. La serie de
Fourier queda definida como

flx) = Z b,sen (nzx)

que es la serie seno de Fourier; para obtener b,, se utiliza la expresion

f f(x)sen( > )dx

Para el valor de L (que es el semiperiodo) se analiza la grafica

fl(t)

ap- ---
-+

’
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Asi como el periodo va de —m a m, se emplea una propiedad de la integral definida

para establecer que L = 7 sustituyendo f(x) = 3y L = m en la serie seno

RS
2

=[O (-Doste)

by = () (-1 + 1]

1" nmx 6 (™
b, = f 3sen (—) dx = —f sen(nx)dx
0 n TJo

= (-2t

Por lo tanto, la funcién f(x) queda expresada como

flx) = gz <(_1)n—_1> sen(nx)
n=1

Problema 20

Obtenga la serie coseno de Fourier de

f(x) =x, 0<x<L
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Antecedentes

e (Calculo Diferencial: Funciones pares e impares

e (Calculo Integral: Propiedades de la integral definida.
Integracion inmediata. Integracion por partes.

Integracion por cambio de variable.

Concepto basico para destacar
e Serie coseno de Fourier.




Solucion

La serie coseno de Fourier esta dada por

fx) = % + i a, cos (np%x)

n=1

Donde los coeficientes a, y a,, de la serie se obtienen de las expresiones

1 (P
=—| f()d
a pf_pfx x

an =%.I:f(x)cos(%)dx

Del intervalo del problema-p = 0, p = Ly f(x) = x. Sustituyendo estos valores en
a, y resolviendo la integral definida resultante

1 (L 2 (L
a0=ff xdx=zfxdx
27’ ’

t 2(L2>
L\2
0

Ahora, sustituyendo para a,,

’
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Empleando propiedades de la integral definida para reagrupar las constantes

2L

a, =—-
T n2p?

nm
f ucos(u)du
0

La nueva integral se resuelve por integracién por partes

2L
n2r?

a, =

[(usen(u))ll:"r - J msen(u)du]

Como (usen(u))|;m =0

2L ne 2L
a, = (n2n2 cos(u)) .

[(=D"-1]

n2m?

Sustituyendo el valor de las constantes a, y a,, en la serie coseno de Fourier

nmnx )

FE =5+ o[-0y~ 1cos (7
n=1

Problema 21

Obtenga la serie seno de Fourier de
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flx) =x, 0<x<L

Antecedentes

e Calculo Diferencial: Funciones pares e impares.

e (alculo Integral: Propiedades de la integral definida.
Integraciéon inmediata. Integracion por partes.

Integracion por cambio de variable.




Concepto basico para destacar
e Serie seno de Fourier.

Solucion
La serie seno de Fourier esta definida por

flx) = Z b,sen (ﬁ)
- p
n=1
Donde el coeficiente b,, es
1 (P nmx
= —] f(x)sen (—) dx
PJp p

Del intervalo del problema -p = 0, p = L. Sustituyendo estos valores en a, y resol-

viendo la integral definida resultante

2L nm
b, = nznzfo usen(u)du

Usando integracion por partes

nm

cos(u) du] = % (—ucos(w) + sen(w)) .

nm

b, = - 2[( ucos(u))| fo
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Como (sen(u))|zn =0

2L
=— (-1 n+1
— (=D

Al sustituir el valor del coeficiente b,, en la serie seno de Fourier esta queda como

e =2 -1y sen ()

n=1

Problema 22

Obtener la serie de Fourier de la funcion siguiente

f(x) = m? — x?
en el intervalo abierto —w < x < 7.

Antecedentes

e (alculo Diferencial: Funciones pares e impares

e (alculo Integral: Propiedades de la integral definida.
Integracion inmediata. Integracion por partes.

Integracion por cambio de variable.
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Concepto basico para destacar

e Serie coseno de Fourier.

Solucién
La funcién f(x) es par en el intervalo (—m, ) por lo que se usa la serie de cosenos

ao mtx
fx) = ? Z cos

de Fourier
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El coeficiente a, se calcula

2 L
== d
QAo Lfof(x) X

Donde L es el semiperiodo que va de 0 a ir. Sustituyendo valores

2 T 2 1
a, = EU (n? — x?) dx] = ;(nzx—§x3)
0

2

3

0
4
ao —_ §T[
El coeficiente a,, se calcula del siguiente modo
2 (L nmx
a, = Zfo f(x) cos (T) dx

Sustituyendo valores

21 (" nmx
ay =~ [fo (? — x?) cos (T) dx]
Usando una propiedad de linealidad de la integral definida

2 T T
a, = E[nzf cos(nx) dx —f x?2 cos(nx) dx]
0 0

s
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= % [T[Z (% sen(nx) ) — J:sz cos(nx) dx]

0

Como

Entonces a,, se reduce a

2 (™ )
a, = _EJ x*cos(nx) dx
0




Para esta integral se usa integraciéon por partes
[ =uv— f vdu

u=x2% dv=cos(nx) dx

1
du =2xdx, v= Esen(nx)

x? 2
I = —sen(nx) — —j xsen(nx)dx
n n

Utilizando nuevamente integracion por partes

u=x, dv=sen(nx) dx

1
du=dx, v= —;cos(nx)

x? 2/ x 1
I = —sen(nx) —— (— —cos(nx) + —f cos(nx) dx)
n n\ n n

T

a, = —%[(1—2 sen(nx))
0

+ (721_95 cos (nx))

T 2 T
2 f cos(nx)dx
0 0

Como

Entonces

’
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Como

Entonces

a, = —% [(i—;c cos(nx))

n] = —;(i—;rcos(nn)>

0
4 4
a, = —ﬁcos(nn) = P(—l)”+1

De tal forma que al sustituir a, y a,, , la serie que se aproxima a la funcién inicial es

B
N

[ee)

Z % (=™ cos (%)

n=1

f&) =

wl
(S

Entonces, la serie de coseno de Fourier queda como

2 o)

fx) = T %(—1)"+1 Z cos(nx)

n=1

Problema 23

_|
m
>
=
_|
m
>
N
-
m
>
w
_|
m
<
>
>
>
)
=
0
>
@)
o
=z
m
wn

Obtenga los coeficientes de la serie trigonométrica de Fourier de la funcién

x+m —n<x<0

f&) =

Antecedentes
e (alculo Diferencial: Funcion definida por partes.
Funciones pares e impares.




e (Calculo Integral: Propiedades de la integral definida.
Integracion por partes. Integracién inmediata.

Integracién por cambio de variable.

Concepto basico para destacar
e Serie trigonométrica de Fourier.

Solucién
La funcién dada no es funcidn tipo par o impar, por lo que se obtiene la serie com-
pleta de Fourier dada por

f(x)—70+ia cos( ) Zb sen(nnx)
=1

Donde los coeficientes a,, a, y b, de la serie son

ap = %f_if(x)dx
= %j:f(x)cos <np;x)dx
= %f:f(x)sen (n}%x) dx

El dominio de la funcién f(x) = x + m va de 0 a «, por lo que se plantean los coefi-
cientes de la serie como las siguientes integrales

0
= %f_n(x + m)dx
0
= lf (x + m) cos(nx) dx
) g

1 0
b, = —] (x + m)sen(nx)dx
TJ g

’
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Ahora, resolviendo la integral del coeficiente a,

1 0
a0=Ef (x +m)dx
-1

Para el coeficiente a,,
1 0
a, = —j (x + m) cos(nx) dx
TJ g

Donde la integral se resuelve por partes

a, = l{[(x +m sen(nx)]
A n

0 1 0
—— f sen(nx)dx
_ nJj_n

Debido a que

(x+m 0 _0

sen(nx)

-7

El coeficiente a,, se reduce a

0

=~ L[ sentu = (ycoscuo)
a, = m _nsen nx)ax = T[‘nZCOS nx

-7

1
a, = W(l — cos(—mn))

’

3D1dN]

—
m
>
[y
=
m
>
N
-
m
>
w
=
m
S
>
]
>
)
=
0
8
o
Z
m
(%]




’

3D1AaNI

Haciendo uso de una identidad trigonométrica

[1-(=D"]

n nnz

Resolviendo el coeficiente b,
1 0
b, = —f (x + m)sen(nx)dx
T -7

Utilizando integraciéon por partes

0

+ % J cos(nx) dx}

0
cos(nx)]

-7

1 (x +m)
x|l n

T

cos (nx)]

-7

0
1 {[ > +m —sen(nx) }

Debido a que

0
=0
-

(% sen(nx))

Entonces solo se evalda la primera solucion de la integral

_(x+7r) 0

= (—%cos(O)) —

-7

SIS

cos(—mn)| = —

cos(nx)]

(—m+m)
——

_|
m
|HH||
>
=
_|
m
||%||
>
N
-
m
||%||
>
w
_|
m
<
>
>
>
U
=
0
>
@)
o
=z
m
wn

Finalmente, la serie de Fourier para la funcién dada es

fx) = % + Z %cos(nx) - Z Tllsen(nx)
n=1 n=1
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En la siguiente grafica se puede observar una aproximacion a la funciéon dada con

los primeros 20 coeficientes de la serie completa de Fourier

3.5 4

—Serie de Fourier

e f(X)
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. —_—
-4 2 3 4
-0.5 -
Problema 24
Obtenga la serie de Fourier de la funcién siguiente
I
0, — E <x<0
f) =
I
vm&% 0Sx<§

Antecedentes

o Algebra: Identidades trigonometricas.

e Calculo Diferencial: Funcién definida por partes.
Funciones pares e impares.
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e (Calculo Integral: Propiedades de la integral definida.
Integracion por partes. Integracién inmediata.

Integracién por cambio de variable.

Conceptos basicos para destacar
e Serie trigonométrica de Fourier.
e Serie coseno de Fourier.

e Serie seno de Fourier.

Solucién
Dado que la funcién f (x) no es impar ni par, se procede a obtener la serie de Fourier

f(x)—70+§:a cos( ) Zb sen(nnx)

n=1

El coeficiente a, se calcula de la siguiente manera
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1 [P
=— f f(x)dx
),
1/ (° z 2 2
ag =3 f 0dx +f cos(x)dx | = (— sen(x))
zV " 0
2
ao = ;
Para el coeficiente a,, se procede
1 (P nix
= —j f(x)cos <—) dx
rl., p
1/ (° 7 nmx 2 (2
an =7 fﬂde +f cos(x) cos| —7— |dx | = Ef cos(x) cos(2nx) dx
Z\z 0 2 °




Usando la siguiente identidad trigonométrica para poder resolver la integral definida

cos(A) cos(B) = %(cos(A —B) + cos(A + B))

T
21

a, = Ef > (cos(x — 2nx) + cos(x + 2nx))dx
0

s

= lff cos((l — Zn)x) + cos((l + 2n)x)dx
T Jo

o= 2 sn(ct = 2008+ () snccs 200

1 1 s 1 s
a, = E(l — 2nsen(z— nn) + 1+ 2nsen (E+nn))
Simplificando la primera funcién seno con una identidad trigonométrica

sen(4 — B) = sen(A4) cos(B) — cos(A4) sen(B)

sen (g — nn) = sen (g) cos(mn) — cos (g) sen(mn) = cos(nm) = (=1)™

Andlogamente, empleando otra identidad trigonométrica para la segunda funcién seno
sen(A4 + B) = sen(4) cos(B) + cos(A) sen(B)

sen (g + nn) = sen (g) cos(mtn) + cos (g) sen(mn) = cos(nm) = (—1)"

El coeficiente a,, queda como

(—1)“] _ % [(1 +2n) + (1 —2n) 1y

11 1
— _1\n
an_n[l—Zn( D+ 1o (1—2n)(1 + 2n)
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a_
"o

1 [1 _12n (1 1 1+ 2n) (D" + (1 — 2n)(—1)"]

g1
Trzn D ]_1_1[ (1-2n)(1+ 2n)

1y 1 B Jqo2( D
an_g[l—Zn(_l) +1+2n(_1) ]_n<1—4n2)

Ahora, para el coeficiente impar b,

1 (P nmx 1/ (° 7 nmx
b, = _J f(x)sen (—) dx =& j Odx + f cos(x) sen — |dx
PJp p 7\’z 0 2

b, = %(jjcos(x) sen(2nx)dx>

Usando la identidad trigonométrica
1
cos(A) sen(B) = E(sen(A + B) —sen(A — B))
1
cos(x) sen(2nx) = > (sen(x + 2nx) — sen(x — 2nx))

Resolviendo la integral definida

b, = (%) (%) [f%(sen(l + 2n)x —sen(1 — 2n) x)dx-
0 ]

cos(1+ 2n)x +

cos(1—2n)x

b_1[ 1 1
"l 1+2n 1-2n

b, =%[—1+12n(cos(%+nn)—1)+1_12n(cos(%—nn)—1)]
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Empleando las identidades trigonométricas para simplificar el resultado del coefi-

ciente by,
cos(4 + B) = cos(4) cos(B) — sen(A)sen(B)
cos (5 + ) = cos () cos(nx) — sen () sen(um)
cos(A — B) = cos(4) cos(B) + sen(A)sen(B)
cos (g — ) = cos (g) cos(nx) + sen (g) sen(nr)
Simplificando
s -

En sintesis, el coeficiente buscado es
b = 1/(-1)4n
" g \1—4n?

Ahora, sustituyendo a,, a,, y b,, en la serie trigonométrica de Fourier

2 [ee] [00)
T 2( (=D 1/(-1)4n nmx
f(x)_?+;E<1—4n2> +ZE<1—4n2> sen

=1

E
2

N

flx) = % + %Z [(1 211 ) cos(2nx) + (%) sen(an)]

n=1
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EJEMPLO 1. Crecimiento poblacional

Gracias a ciertos estudios realizados se sabe que la mosca del Mediterraneo crece
en proporcién al nimero presente en cada momento. Después de 2 horas de
observacién se forman 800 familias de la mosca y después de 5 horas se forman
2000 familias. Encuentre:

a) la ecuacidén que representa el niimero de familias en funcion del tiempo, y
b) el nimero de familias que habia al inicio.

Antecedentes
e Algebra: Propiedades de los logaritmos.

e (Calculo Integral: Integracién inmediata.

Conceptos basicos para destacar
e Método de separacidn de variables.
e Ecuacion diferencial con condiciones iniciales.

e Modelado con ecuaciones diferenciales.

Solucién
a) Sea y(t) el nimero de familias y dJ;—(tt) la rapidez con que crece el nimero de

familias. Entonces se tiene
dy

dt_ky
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Separando e integrando se obtiene
d
f7y=kfdt S In(y) =kt +C

Empleando propiedades de los logaritmos y de la constante arbitraria de integracién

y(t) = CeXt
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Ent = 2 se sabe que y(t) = 800

800 = Ce?* ..(1)
Para t = 5 se sabe que y = 2000

2000 = Ce®* ..(2)

Despejando C de las ecuaciones (1) y (2) e igualandolas

800 2000
o2k g5k
Multiplicando la expresién anterior por e>*
20
800e3k =2000 - e3 = 5

Aplicando propiedades de los logaritmos para despejar k

k=1 (20)—0305
3™\

Sustituyendo este valor en (1) y despejando C

800

¢= 22(0.305)

= 434.681

Finalmente, sustituyendo C y k en la solucién general
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y(t) = (434.681)e0305¢

b) Parat = 0 (tiempo inicial) en la expresion anterior para obtener el nimero de
familias que se tenfan

y(0) = (434.681)e® = (434.681)(1)

ly(0) = 434.681]
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EJEMPLO 2. Ley de enfriamiento de Newton

Un cuerpo que tiene una temperatura de 70°C es depositado, en el tiempo t = 0, en
un lugar donde la temperatura se mantiene a 40°C. Después de 3 minutos, la

temperatura del cuerpo ha disminuido a 60°C.

a) ;Cual es la temperatura del cuerpo después de 5 min?
b) ;Cuanto tiempo pasara para que el cuerpo esté a 50°C?

Antecedentes
o Algebra: Propiedades de los logaritmos.

e (alculo Integral: Integraciéon inmediata.

Conceptos basicos para destacar

e Método de separacién de variables.

e Ecuacion diferencial con condiciones iniciales.
e Modelado con ecuaciones diferenciales.

Solucién
SiT(t) es latemperatura del cuerpo en °C después de t minutos, encontrar la ecua-
cion diferencial que modela a

T'(t) =k(T(t) —Ta)

Donde Ta = 40 °C es la temperatura del medio ambiente. La condicién inicial es
T(0) = 70°C y una condicién adicional es T (3) = 60°C. Luego, la temperatura T (t)
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esta dada por la solucién del problema de valor inicial.
T'(t) = k(T(t) — 40)

Separando e integrando

T — a0y f a__, ] dt
— = — - =
dt T — 40

In(T —40) =kt+C




Aplicando propiedades de los logaritmos y de la constante de integracién y asi po-
der simplificar la solucién general

T(t) = Ce** + 40
Usando el valor de T(0) = 70
T(0)=70 — T(0)=Ce*® +40=0
C+40=70 - (=30
Por lo tanto, la solucién particular es
T(t) = 30e*t + 40
ParaT(3) = 60

TR)=60 — T(0)=30e*® 440 =60

_60—40 2
30 3

e3k

In(e®%) =In (;) - 3k=In (;)

k=1 (2)— 0.135
—30\3) T
Sustituyendo el valor de k en la solucién particular
T(t) = 30e™0135¢ + 40

La temperatura del cuerpo después de 5 minutos es

T(5) = 30e %1350 4 40 = 55.259°C
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El tiempo que debe pasar para que el cuerpo este a 50°C es

T(t)=50 - 30e7%135¢4+40 =750

5040 1
30

e—0135t —

Usando propiedades de los logaritmos para despejar a t

1
—0.135t=1n(§) 5 —0435t= —In(3)

_ In(3)
"~ 0.135

EJEMPLO 3. Dinamica de una particula

Un punto material de masa igual a 1 g se mueve en linea recta debido a la accién de

= 8.126 min

una fuerza que es directamente proporcional al tiempo calculado desde el instante

t = 0, e inversamente proporcional a la velocidad del punto. En el instante t = 10 s
la velocidad era igual a 50 % y la fuerza, igual a 4 dinas.

;Qué velocidad tendra el punto al cabo de un minuto del comienzo del movimiento?
Nota: Una dina equivale a

+Cm
52

1dina=1g

Antecedentes
e Algebra: Propiedades de los logaritmos.

e (Calculo Integral: Integracién inmediata.
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Conceptos basicos para destacar
e Método de separacion de variables.
e Ecuacion diferencial con condiciones iniciales.

e Modelado con ecuaciones diferenciales.

Solucién
De acuerdo con el enunciado y a la segunda Ley de Newton, la ecuacién de movi-

miento es la suma de fuerzas netas aplicadas sobre la particula y la aceleracion

P dv
RPT:
Asi
dv_kt
mdt_ v

Donde k es una constante de proporcionalidad. Separando e integrando la expre-

mfvdv=kftdt

Resolviendo las integrales para obtener la solucién general

sién anterior se tiene

v? t?
—=k—+C
m2 2+

Utilizando las condiciones iniciales del problema para obtener el valor de la cons-
tante k

t=10s

cm

v=>50—

cm , g-cm
A P Lo
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Para evaluar la constante de integracion C, también se usa la condicién v(10) = 50,
asi la ecuacion queda como

(50 (10)°

> > +C - C=1250-1000 = 250

(1)

Sustituyendo los valores de k y C en la solucion general y despejando a v se obtiene

v = $4/20t% 4+ 500

Asi, la velocidad del punto al cabo de un minuto sera

cm
v(t) = +4/20(60)2 + 500 ~ 269.258—

EJEMPLO 4. Circuito R-L en serie

Un circuito R-L en serie tiene una fem de 12 V, una inductancia de 1 H, una resis-

tencia de 50 Q y no tiene corriente inicial.

a) Determinar la corriente en el circuito para cualquier tiempo t.

b) ;Qué valor de corriente alcanza el circuito cuando alcanza el estado permanente?

El circuito R-L se esquematiza en la figura 1
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12V = 1H

Figura 1




Antecedentes
e Algebra: Propiedades de los logaritmos.

e (Calculo Integral: Integracién inmediata.

Conceptos basicos para destacar
e Método de separacidn de variables.
e Ecuacion diferencial con condiciones iniciales.

e Modelado con ecuaciones diferenciales.

Solucién
a) Deacuerdo con la segunda ley de Kirchhoff, la cantidad de corriente I [A] queda
expresada por la ecuacidén diferencial

LdI+RI—E
dt -

Segtn los datos proporcionados, el problema de valor inicial que se debe resolver es

al + 50 =12
dt N

Sujetaal(0) =0

Como la ecuacidén ya esta expresada en forma estandar, entonces se tiene que cal-

cular el factor integrante
#(t) = efp(t)dt

Se identifica a p(t) = 50, asi
u(e) = e50/dt — p50t
Multiplicando ambos miembros de la ecuacidn diferencial por el factor integrante

e5°tﬂ + 50e5%] = 1250
dt
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El miembro izquierdo de la expresion anterior se puede expresar como la derivada
del producto de e°°], esto es

d
E(eSOtI) — 12650t

Separando variables e integrando se obtiene

12
650t1=f12€50tdt N 650t=%850t+c

Entonces la corriente para cualquier tiempo t es

6
_2 -50t
I(t) = oc + Ce

que es la solucion general. Aplicando las condiciones iniciales 1(0) = 0

0=2 4 ceo C
= — N —_-
25 T “¢ 25

Entonces, la solucién particular es

6 6
_ 92 Y _sot
I(t)—25 253 A

b) Elestado permanente se alcanza cuando t — oo, de la solucién particular se tiene

_ 6 6 __ 6 6
%g{)lol(t)—ﬁ—ﬁe —ﬁ—ﬁ(O)

_ 6
};I_I};,I(t) = EA
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